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AVANT-PROPOS. 



Cet Ouvrage peut être considéré comme une Introduction 
aux applications industrielles de la Mécanique, à la Méca- 
nique analytique, à la Mécanique céleste, et aux branches 
de la Physique mathémaiique qui se rattachent à la Méca- 
nique; ce qui explique le titre sous lequel j'ai cru devoir le 
faire paraître. 

Je l'ai divisé en trois Parties. 

La première est consacrée à l'étude du mouvement consi- 
déré indépendamment de ses causes. Elle est, pour le fonds, 
empruntée à mon Traité de Cinématique pure, dont elle re- 
produit, avec quelques modifications, les matières qui ont 
trait à la Mécanique. J'y ai introduit toutes les questions rela- 
tives au mouvement d'un point, dont la solution n'exige au- 
cune notion sur la masse et la force ; les théorèmes de Binet 
sur l'accélération aréolaire; enfin une étude géométrique des 
perturbations des planètes, basée sur la théorie des accéléra- 
tions, avec l'application au cas où l'accélération perturbatrice 
est proportionnelle au carré de la vitesse et est dirigée en sens 
inverse de cette vitesse. 

Dans la deuxième Partie, je m'occupe du mouvement des 
systèmes matériels et de ses causes. En ce qui concerne le 
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point matériel, je n'ai, pour ainsi dire, ajouté à ce que ren- 
ferment les Traités de Mécanique rationnelle que la solution 
de Jacobi, notablement simplifiée, du problème du mouve- 
ment d'un point pesant dans un milieu dont la résistance est 
proportionnelle à une puissance quelconque de la vitesse; 
l'étude du mouvement du pendule dans un milieu résistant; 
une théorie du pendule à oscillations elliptiques, et enfin une 
démonstration géométrique du principe de la moindre action. 

J'ai groupé ensuite tous les théorèmes généraux relatifs aux 
systèmes matériels, quelle qu'en soit la nature, en y faisant 
figurer les théorèmes de MM. Bertrand, Lejeune-Dirichlet, 
Yvon Villarceau et Clausius, la similitude en Mécanique (de 
Newton, exhumée par M. Bertrand), la théorie des petits mou- 
vements comprenant celle de la stabilité de l'équilibre, enfin 
les formules de Cauchy. 

Ces généralités sont suivies de l'étude des corps solides, en 
commençant par la Statique, qui forme un Chapitre dans lequel 
j'établis, par des démonstrations simples, tous les théorèmes 
connus sur l'équilibre des solides, les systèmes articulés, les 
polygones et courbes funiculaires (avec application aux ponts 
suspendus, etc.); je termine ce Chapitre par une question 
que je n'ai pu placer ailleurs, savoir : la mise en équations re- 
lative au mouvement d'une courbe funiculaire plane avec ap- 
plication au^ petites oscillations d'un pendule, dont la masse 
du fil n'est pas négligeable, d'une chaînette et d'un câble de 
pont suspendu. 

Rien d'important n'a été ajouté à ce qui se rapporte au 
mouvement d'un solide autour d'un axe. 

J'ai complété la théorie de la rotation des corps, exposée à 
la fin de mon Traité de Cinématique pure, en y introduisant 
les théorèmes de Poinsot, les équations du mouvement d'un 
système matériel par rapport à trois axes coordonnés rectan- 
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gulaires mobiles autour de leur origine, une théorie très- 
simple du mouvement d'un projectile oblong dans un milieu 
résistant, enfin les équations générales du mouvement d*un 
solide mobile autour d'un point fixe, rapportées à trois axes 
rectangulaires mobiles ayant ce point pour origine. 

La théorie des chocs qui fait suite ne se distingue que par 
certaines applications, la généralisation du théorème de Car- 
net, et les équations générales relatives au choc de deux 
corps lorsqu'ils sont parfaitement -élastiques, mous, semi-élas- 
tiques. 

Le premier Volume se termine par la théorie du mouve- 
ment d'un corps solide par rapport à un système invariable, 
qui diffère peu de celle que j'ai donnée à la fin de mon Traité 
de Cinématique pure. 

Le second Volume comprend l'étude de l'équilibre et du 
mouvement des corps solides en tenant compte du frotte- 
ment, de l'équilibre intérieur des corps, avec l'application, 
empruntée à M. Maurice Lévy, à la théorie des semi-fluides; 
la partie de la théorie mathématique de l'élasticité qui per- 
met de justifier dans certaines limites les hypothèses a priori 
qui servent de base à la théorie de la résistance des matériaux ; 
l'exposé de cette dernière théorie; l'étude du mouvement vi- 
bratoire des corps élastiques; l'Hydrostatique, suivie d'une 
théorie élémentaire de la capillarité; l'Hydrodynamique mise 
au courant des progrès qu'elle a réalisés dans ces derniers 
temps; enfin l'Hydraulique. 

La troisième Partie, qui termine le Volume, est relative à la 
Thermodynamique, à laquelle je crois avoir ajouté quelques 
nouveaux éléments, et qui est suivie de la théorie du mou- 
vement des projectiles dans les armes à feu. 
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J'ai rintention de publier un troisième Volume, qui com- 
prendrait la théorie des machines proprement dites, celle des 
récepteurs hydrauliques et des machines à vapeur. 

En terminant, je dois remercier M. Kretz, Ingénieur en chef 
des Manufactures de TÉtat, des observations qu'il a bien voulu 
me faire, et M. le professeur Chevilliet, ancien Élève de TÉ- 
cole Normale, du concours qu'il m'a apporté en revoyant les 
épreuves, en vérifiant les calculs, en me signalant plusieurs 
points dont l'exposition laissait à désirer, et enfin en me com- 
muniquant quelques Notes intéressantes qui ont été insérées 
dans l'Ouvrage. 
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MÉCANIQUE GÉNÉRALE. 



PREMIÈRE PARTIE. 

DU MOUVEMENT CONSIDÉRÉ INDÉPENDAMMENT 

DE SES CAUSES. 



CHAPITRE PREMIER. 

DE LA VITESSE D'UN POINT. 



i. Un système invariable est un système géométrique de 
points dont les distances respectives restent constamment les 
mêmes. 

Si, comme première approximation, on fait abstraction des 
faibles déformations dont un corps solide est susceptible, on 
peut le considérer comme formant un système invariable. 

Il est facile de concevoir, à un point de vue géométrique, 
un système invariable formé par l'ensemble de plusieurs corps 
solides. 

2. Un corps solide est en repos ou en mouvement par rap- 
port à un système invariable, selon que saposition par rapport 
à ce système reste constamment la même ou varie successive- 
ment, ou encore selon que le corps et le système invariable 
forment ou non un autre système invariable. 

Le repos comme le mouvement est absolu ou relatifs sui- 
vant que le système invariable auquel on rapporte la position 
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du solide occupe ou n'occupe pas constamment le même lieu 
dans l'espace. 

Le repos absolu ne paraît pas devoir exister dans la nature; 
on sait, en efifet, que les corps placés à la surface de la Terre 
participent au double mouvement de cette planète autojar de 
son axe et autour du Soleil, et que le Soleil lui-même est em- 
porté dans Tespace en entraînant avec lui les planètes ef les 
satellites qui les accompagnent. 

Nous étudierons en premier lieu le mouvement d'un point 
faisant ou non partie d'un système invariable. 

3. Lorsqu'un point se meut, ses diverses positions succes- 
sives déterminent une ligne continue appelée trajectoire. 

On appelle élément de chemin ou chemin élémentaire un 
arc infiniment petit de la trajectoire. 

4. Mouvement uniforme. — Le mouvement d'un point, cur- 
viligne ou rectiligne, est uniforme lorsque les chemins par- 
courus sont proportionnels aux temps correspondants. 

On donne le nom de vitesse, dans le mouvement uniforme, 
au chemin parcouru dans Tunité de temps adoptée. 

Soient 5 l'arc de trajectoire décrit ou parcouru au bout du 
temps /, V la vitesse, on a 

s = vt. 

Nous prendrons le mètre pour unité de longueur et la 
86400* partie du jour moyen ou la seconde pour unité de 
temps. 

5. Mouvement varié. — Le mouvement est varié quand les 
chemins parcourus ne sont pas proportionnels aux temps cor- 
respondants. 

6. Représentation de la loi du mouvement varié. — La loi 
du mouvement varié d'un point sur sa trajectoire sera connue 
si Ton donne une équation de la forme 

au moyen de laquelle on calculera le chemin parcouru au bout 
d'un temps t, ce qui fera connaître la position du mobile, en 
mesurant les chemins à partir d'une même origine. 
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• 

7. Fitesse dans le mouvement variée — La vitesse d'un mo- 
bile au bout du temps ty dans le mouvement variée est celle 
qui résulte de l'hypothèse d'un mouvement uniforme dans le 
parcours du chemin élémentaire dsy correspondant à un temps 
infiniment petit dt; de sorte que Ton a 

dx 

et la vitesse est ainsi la dérivée de l'espace par rapport au 
temps, 

8. Vitesse angulaire dans le mouvement de rotation d'un 
point. — Concevons qu'un point parcQure un cercle de rayon r 
avec la vitesse v; tous les points du rayon r décrivant des arcs 
semblables» leurs vitesses sont proportionnelles à leurs dis- 
tances au centre; de sorte que si w est la vitesse du point du 
rayon situé à l'unité de distance du centre, c'est-à-dire ce que 
Ton appelle la vitesse angulaire^ on a 

Si Q est l'angle formé par le rayon mobile avec un rayon fixe 
déterminé, on a 

dt 

9. Détermination de l'espace parcouru connaissant la vi- 
tesse, — Soient ^o et s les chemins parcourus au bout des 
temps t^QX. t; on a 

ds - vdt^ 

d'où 






et une intégration fait connaître l'espace s lorsque v est donné 
en fonction du temps. 

10. Du mouvement uniformément varié. — Le mouvement 
d'un point est uniformément varié quand la vitesse croît ou 
décroît de quantités proportionnelles au temps. 

Ce mouvement est uniformément accéléré ou retardé^ selon 
que la vitesse augmente ou diminue. La vitesse v dans le raou- 

I. 
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vement uniformément varié est donc représentée par une 
expression de la forme 

v^ étant la vitesse initiale ou relative au premier instant, a une 
constante positive qui représente la variation éprouvée par la 
vitesse au bout de chacune des unités successives du temps. 
La constante a est en quelque sorte la vitesse constante avec 
laquelle le mouvement s'accélère ou se retarde, puisque Ton a 

et elle mesure ainsi l'accélération du mouvement. Nous lui 

donnerons le nom à.* accélération dans le sens du mouvement, 

pour un motif que nous ferons connaître plus loin. 

ds 
En remplaçant c par sa valeur -i-? dans la formule (i), on 

obtient Téquation 



dt 



' — "*T 



dont l'intégrale, en supposant que l'origine des espaces cor- 
responde à celle du temps, est 

. . ^t"^ . . . 

(1) .v--=.V=t- C^- 

Ainsi, dans le mouvement uniformément varié, l'espace est 
une fonction du second degré du temps; la réciproque de cette 
proposition esx évidemment vraie; car si 

ly m ein étant des constantes, on a en différentiant 

ds 

—- = m -h '1 Ht , 

dt 

et cette vitesse varie bien proportionnellement au temps. 



(*) On peut armer à ce résultat par une simple considération géométrique, 
en déterminant Taire comprise entre la droite représentée par l'équation (i), 
les axes coordonnés et l'ordonnée correspondant à l'abscisse t {i)oir mon Traité 
de Cinématique purCf p* 7)* 
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La formule (2), en ayant égard à la relation (i), peut se mettre 
sous la forme 



ce qui exprime que : 

Dans le mouvement uniformément variée le chemin parcouru 
dans un certain temps est le même que si le mobile eût été 
animé d'une vitesse constante égale à la demi-somme des vi- 
tesses initiale et finale» 

Si le mobile n'a pas de vitesse initiale au point de départ, 
les formules (i) et (2) se réduisent à 

V zrr. at. S -~ : 

2 

les vitesses sont proportionnelles aux temps écoulés et les 
espaces parcourus aux carrés des temps. 

11. Chute verticale des corps pesants dans le vide. — La 
chute des corps dans le vide offre, pour chacun des points qui 
les constituent, un exemple remarquable du mouvement uni- 
formément accéléré. 

On a trouvé expérimentalement à Paris pour la valeur dé 
l'accélération de la gravité, que Ton désigne par la lettre gy 

g' =9-, 8088. 

Si donc un corps tombe dans le vide sans vitesse initiale, sa 
vitesse au bout du temps t est 

(3) ^ = Sf, 

et la hauteur h qu'il aura parcourue dans sa chute verticale 

(4) /'-7^^^ 

d'où, par l'élimination de t entre (3) et (4), 



v = yf^i, 



ce qui fait dire que s/igh est la vitesse due à la hauteur A, 
Au bout du temps / + 1, la hauteur de la chute est 

d'où, en retranchant de l'équation (4), 
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Donc les chemins parcourus dans les unités de temps succes- 
sives, à partir du premier instant^ sont entre eux comme les 
nombres impairs successifs. 

12. Explication d'un phénomène observé au pied des hautes 
chutes d'eau. — Concevons deux points pesants m, m' tom- 
bant librement sans vitesse initiale d'un, lieu A^ situé à une 
hauteur H au-dessus du sol^ et supposons que la chute de m 
ait lieu à une époque, que nous prendrons pour origine du 
temps ty antérieure de à celle du point de départ de m'. 
Soient A, h' les hauteurs parcourues par m, m' au bout du 
temps ty on a 

Désignons maintenant par e la hauteur dont m est tombé à 
Torigine de la chute de m'; on voit immédiatement que 



e - «^ - , 
^ 2 



par suite 

L'écart maximum de m, m' correspondant à A =:= H sera 

Supposant, par exemple, que H = 4oo"> e = o"*,oooooi, on 
trouve 

On conçoit très-bien dès lors pourquoi au pied des cascades 
d'une très-grande hauteur, comme celle du Staubach, qui est 
de 3oo mètres environ, on n'observe qu'un brouillard, auquel 
on pourrait donner le nom de poussière d'eau, au milieu du- 
quel on pénètre sans inconvénient, quoique le volume d'eau 
produit par la réunion des gouttelettes liquides tombant sur le 
sol ne soit pas sans importance. 

i3. Ascension des corps pesants dans le vide. — Considérons 
le mouvement d'un corps pesant lancé verticalement de bas 
en haut dans le vide, avec la vitesse initiale v,,- L'expérience 
prouve que l'on peut appliquer ici les formules relatives au 
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mouvement uniformément relardé ou que Ton a 

Le mobile arrivera à sa plus grande hauteur lorsque la vi- 
tesse V sera nulle ou au bout du temps t = —<> ce qui donne, 
pour la hauteur maximum à laquelle il sera parvenu, 



^^ 



v' 



c'est pourquoi l'on dit que — ^ est la hauteur due à la vitesse v,. 

A partir de cet instant, le mobile tombera d'un mouvement 
uniformément accéléré, et il est facile de voir que la vitesse 
au bas de la chute sera précisément égale et contraire à la vi- 
tesse initiale v^. 

Ifc. De la projection d'une vitesse sur une droite ou sur un 
plan. — Nous représenterons graphiquement la vitesse d'un 
point mobile par une longueur proportionnelle à cette vitesse 
portée dans le sens du mouvement sur la tangente à la trajec- 
toire, à partir du point de contact; on comprend dès lors ce 
que l'on doit entendre par la projection orthogonale ou 
oblique d'une vitesse sur une droite ou un axe fixe. 

Soient 

mifig. i) la position actuelle du mobile sur la trajectoire; 

Fig. 1. 




mmf l'élément de chemin parcouru dans le temps dt; 

n, n' les projections de m et m' sur un axe Oo:, par des plans 

parallèles à un plan déterminé; 
V la vitesse de m; 
Vx sa projection sur Ox. 
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On voit facilement sur la figure que 



mm nn' 



mv nv^ 

X 



ou 



d'où 



nn' = — ï mm' — -~ vdt ■=-- vdt. 



nn' 



nn/ 



Or -i- n'est autre chose que la vitesse du point n considéré 

comme un point mobile. Donc la projection de la vitesse d'un 
point sur un axe est la vitesse de la projection du mobile sur 
l'axe, 

La projection orthogonale d'une vitesse sur un axe est ce 
que Ton nomme la vitesse du mobile estimée suivant cet axe. 

Si nous rapportons le mouvement du point à trois axes fixes 
rectangulaires Oa;, Oj", 0^, on a, en appelant c„ c^, c, les vi- 
tesses des projections du mobile sur ces trois axes, 

«', — ('COS(<', ^), P^= PCOS (P, j), «'^ r=(;cos(f>, z), 

V = yjvl H- V\ H- vl . 

La vitesse d'un point est donc complètement déterminée 
quand on connaît les vitesses des projections de ce point sur 
trois axes rectangulaires. 

Si l'on considère le mouvement de la projection d'un point 
mobile sur un plan, on voit, par un raisonnement analogue au 
précédent, que la vitesse de la projection du point est la pro- 
jection de la vitesse de ce point sur le plan. . 

15. De la composition des vitesses simultanées. — Expli- 
quons d'abord comment un point peut être considéré comme 
animé simultanément de plusieurs mouvements distincts. 
Concevons, à cet effet, une bille qui se meut sur un bateau, 
entraîné lui-même dans le courant d'une rivière. Le centre 
de cette bille possède à la fois : i** le mouvement relatif dont 
il est animé par rapport au bateau ; 2® le mouvement du ba- 
teau par rapport aux rives; 3** le mouvement que celles-ci pos- 
sèdent en commun avec la Terre autour de son axe et autour 
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du Soleil; 4° enfin le mouvement de translation du Soleil lui- 
même. 

De tels mouvements sont dits relatifs ou indépendants, 
parce que, en effet, chacun d'eux est censé avoir lieu comme 
si tous les autres n'existaient pas. 

Le mouvement réel ou absolu est appelé mouvement ré- 
sultant des mouvements simultanés relatifs ; ces derniers 
portent le nom de mouvements composants. 

La vitesse du mouvement résultant est la résultante des vi- 
tesses des autres mouvements considérés, et celles-ci en sont 
les composantes. 

16. La résultante de deux vitesses simultanées dont un point 
est animé est représentée en grandeur et en direction par la 
diagonale du parallélogramme construit sur les droites qui 
représentent ces vitesses. — Considérons en premier lieu le 
cas où le point m {fig. 2) est animé de deux mouvements rec- 

Fig. -2. 



tilignes et uniformes suivant les directions OA et OB. 
Soient 

V la vitesse dont OA est la direction ; ' 
v' la vitesse du mouvement suivant OB. 

On devra considérer le point m comme se mouvant unifor- 
mément sur la droite OA avec la vitesse f, tandis que cette 
droite se déplace parallèlement à elle-même en s'appuyant de 
son extrémité sur la ligne OB, de manière que chacun de 
ses points soit animé d'un mouvement uniforme dont la vi* 
tesse elle-même est égale et parallèle à v'. 

Supposons que le mobile partant de sa position initiale 
soit arrivé en c au bout du temps ty et que, par conséquent, 
la droite OA se soit transportée dans ce temps, parallèlement 
à elle-même en O'cA'; on a 

00 V^'^ 0'c:^ut, 
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d'où 

Ce qui prouve que : i° le mobile se meut sur une droite OcC 
de direction déterminée; 2° les chemins Oc, OC décrits sur 
cette droite sont proportionnels aux espaces correspondants 
00', OB décrits sur OB ; 3° si OA = c, OB = v' représentent les 
chemins parcourus dans Tunité de temps, OC sera pareillement 
le chemin décrit par le mobile pendant cette unité; 4^ si V est 
la vitesse résultante, elle est représentée par la diagonale OC 
d.u parallélogramme OACB construit sur OA et OB, ce qui est 
conforme à l'énoncé. 

Deux mouvements simultanés et indépendants quelconques 
d'un point, pouvant être supposés rectilignes et uniformes 
pendant un temps infiniment petit, il s'ensuit que la vitesse 
du mouvement résultant sera toujours représentée en gran- 
deur et en direction par la diagonale du parallélogramme 
construit sur les droites qui représentent les vitesses compo- 
santes. 

17. Décomposition d'une vitesse en deux autres de direc- 
tions données. — La vitesse V (^g^. 2), représentée en gran- 
deur et en direction par la droite OC, peut toujours être 
considérée comme résultant de deux autres mouvements si- 
multanés et indépendants, suivant les directions données OA, 
OB; les vitesses v = OA, (;' = OB de ces derniers s'obtiendront 
en construisant le parallélogramme OACB, dont la diagonale 
représente la vitesse du mouvement proposé. 

Pour trouver les relations algébriques qui doivent exister 
entre les différents éléments de la question, nous remarque- 
rons que le triangle OAC donne 



V ^ \/^>^-i'lf''^-h app'cos (Vy p'), 



p' 



sin(V, P') = ^sin(p, p'), 

formules qui déterminent complètement V en grandeur, et en 
direction, et au moyen desquelles trois quelconques des élé- 
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ments du triangle OAC étant donnés, pourvu qu'il y entre au 
moins un côté, on trouvera au besoin les trois autres. 

■f8. La résultante de trois vitesses, non situées dans le même 
plan, dont un point est animé simultanément, est en grandeur 
et en direction la diagonale du parallélépipède construit sur 
les droites qui représentent ces trois vitesses. 

Soient {Jig, 3) AB,kC, AT) les droites qui représentent les 
trois composantes; la résultante des deux premières sera 

Fig. 3 




représentée par la diagonale AH du parallélogramme ABBC 
qui leur correspond; la résultante de cette vitesse AH et de 
la troisième vitesse AD, ou la résultante des trois vitesses 
proposées, sera la diagonale AË du parallélogramme AD£H, 
c'est-à-dire la diagonale du parallélépipède construit sur les 
droites AB, AC, AD, ce qui prouve aussi que Ton arrive bien 
au même résultat, quel que soit Tordre dans lequel on effec- 
tue la composition des vitesses. 

Réciproquement, on peut décomposer une vitesse connue 
en grandeur et en direction en trois autres de directions don- 
nées. Il suffit, en effet, de construire sur les trois directions 
un parallélépipède, dont la diagonale soit la droite qui repré- 
sente la vitesse proposée. 

Si V est la résultante de trois vitesses rectangulaires c, v'^v'^ 
\dLjig. 3 donne évidemment 



Y=y/? 



.'■i 



,112 



cos(V, p) =:^, cos (V, (/') =^, cos(V, «'") = y> 

formules qui déterminent complètement Ven grandeur et en 
direction* 



I 2 
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19. Composition d'un nombre quelconque de vitesses simula 
tanées. — Soient ijig» 4) AB, AC, AD, AE, AFles droites qui 

Fig.4. 




représentent ces vitesses en grandeur et en direction. Compo- 
sons d*abord les deux premières, puis leur résultante AN avec 
la troisième, la résultante de ces deux dernières avec la qua- 
trième, et ainsi de suite; on arrive de cette manière à la ré- 
sultante AR de toutes les vitesses composantes, et du tracé de 
la figure on déduit le théorème suivant : 

La résultante d'un nombre quelconque de vitesses est re- 
présentée en grandeur et en direction par le dernier côté de 
la ligne polygonale formée par les droites respectivement 
égales et parallèles à celles qui représentent les composantes^ 
et de même sens. 

En considérant les projections des vitesses et de leur poly- 
gone sur un plan quelconque, on en tire immédiatement cette 
conséquence, qui conduit à une construction très-simple de la 
résultante dans Tespace : 

La projection de la résultante sur un plan est la résultante 
des projections des vitesses composantes. 

Dans le cas particulier où les vitesses sont dirigées suivant 
la même droite, leur résultante est égale à la somme algé- 
brique de ces vitesses, en considérant comme positives celles 
qui ont un certain sens et comme négatives celles qui ont un 
sens contraire. 

20. De ce qui précède, et d'un théorème connu en Géomé- 
trie, on déduit cette conséquence : 

En projection sur un axCy la résultante d'un nombre quel- 
conque de vitesses est égale à la somme algébrique des vitesses 
composantes. 

Maintenant il est facile de voir que, quel que soit Tordre dans 
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lequel on compose les vitesses, on arrive toujours au même 
résultat; car, quel que soit aussi le mode de composition suc- 
cessive de ces vitesses, la somme de leurs projections sur un 
axe quelconque en est complètement indépendante, et par 
conséquent on obtiendra toujours une même résultante dont 
la grandeur et la direction seront ainsi complètement déter- 
minées par ses projections sur trois axes arbitraires. 

21. Détermination algébrique de la résultante d*un nombre 
quelconque de vitesses. — Rapportons les vitesses compo- 
santes V, /, v",... et leur résultante V à trois axes rectangu- 
laires 0^,0 j, Oz, passant par un même point 0. Le théorème 
ci-dessus donne 

(A) ' Vcos (V,jr) = ('cos(c% j) -h t''cos(t'', jr) -H. . . 

( Vcos (V, z) = c^cos [p, z) -|-(>'C0S((^', z) -^ 

Appelant X, Y, Z les sommes algébriques des vitesses com- 
posantes projetées sur les trois axes, on a les relations 



(B) cos{V,a:) = ^, ces { V, j) = '^^î cos(V, z)==^, 

qui déterminent complètement V en grandeur et en direc- 
tion. 

flnfin il est facile de reconnaître, à Tinspeclion des for- 
mules (A), que Ton peut décomposer d'une infinité de 
manières dififérentes une vitesse en plus de trois a&tres direc- 
tions données (*). 

22. Des sommes et des différences géométriques.— Si, pour 
exprimer que la vitesse V est le dernier côté du polygone 
formé parles lignes qui représentent c, v', v'%... en grandeur, 
en direction et en sens, nous nous servons de la notation sym- 
bolique 

( * ) Foir, pour les applications de la composition des vitesses à la construc- 
tion des tangentes, mon Traité de Cinématique pute y Chap. I, § V, p. 19. 
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nous dirons que V est la somme géométrique des longueurs 



V, V'y /',.... 



La différence géométrique de V ei c, ou Vexcès géomé- 
trique de la ligne V sur la ligne c, sera la ligne w qui, ajoutée 
géomélriquemenl à v, donnera V, et nous écrirons 

[b] ^ = V — r. 

La résultante des vitesses Vy v\ /',..., avec la vitesse u, étant 
la même que celle de V et de m, on a 

(c) \ -^ U= V -t- v'-i- v"-i-. . . -h u. 

En prenant u en sens contraire, on aurait 

Les formules symboliques, telles que (a), (6), (c), (d), ont 
reçu le nom d'équations géométriques linéaires, et Ton voit : 
i°que Ton peut ajouter ou retrancher une même quantité aux 
deux membres d'une pareille équation; 2° que Ton peut faire 
passer un terme d'un membre dans un autre, pourvu qu'on en 
change le signe. 

Les équations géométriques linéaires, dont nous étudierons 
à mesure les propriétés, nous seront fort utiles plus tard 
comme moyen de simplifler certaines démonstrations. 

23. Des produits géométriques. — Nous appellerons pro- 
duit géométrique de deux longueurs a, b, issues d'un même 
point, le produit algébrique de l'une d'entre elles par la pro^ 
jection de l'autre sur sa direction, ou encore le produit algé- 
brique de ces longueurs par le cosinus de leur angle. 

Le produit géométrique de deux longueurs sera donc positif 
ou négatif selon que leur angle sera aigu ou obtus. 

On voit ainsi que le produit géométrique de deux droites 
est nul lorsqu'elles sont rectangulaires, et qu'il est égal à 
leur produit algébrique lorsqu'elles ont la même direction. 

Si, pour représenter le produit géométrique de a, b, on em- 
ploie la notation symbolique a X fc, il est clair que de la défi- 
nition ci-dessus on déduit axb^bxa; en d'autres termes, 
dans un produit géométrique de deux facteurs, on peut inter- 
venir l'ordre de ces facteurs. 



^^A*'. < 
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Supposons que a soii une somme géométrique représentée 
par 

a — c -{- c' -*r- c" -^- . . . ^ 

on a 

«cos(fl, b)~ c cos(c, b)~ir- c'cos(6'', h)-\- . . .: 

et, en multipliant par 6, 

a6cos(rt, h) == cbcos(Cy h) -+- c'cos(c', b)-h 

OU 

ab ~ cb -h db -h. . . , 

ce que Ton peut exprimer ainsi : 

Le produit géométrique d'une longueur par une somme 
géométrique est égal à la somme algébrique des produits géo- 
métriques de cette ligne par les éléments de la somme géomé- 
trique. 

Soit _____ 

b'^d^d'-¥-d"-^..,', 

on a, eu égard à ce théorème, 

/76 — f (rZ-H ^/'-^. . . -f- c' [d -\- d' -^ . . .) -+-... 

:.r rS -t- C^-t- . . . -f- C"'^ -H ?d' 



Donc le produit géométrique de deux sommes géométriques 
est la somme algébrique des produits semblables des éléments 
de l'une des sommes par chacun des éléments de Vautre. 

24. Expression du produit géométrique d'une longueur par 
un déplacement élémentaire résultant d'une rotation autour 
d'un point. 

Soient {Jig. 5 ) 

Fl{J. D. 




m \ la droite qui représente une longueur 9 ; 



»■ 



w >••■•• • ^ 
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mm' un déplacement élémentaire d'un point m de cette 

droite résultant d'une rotation autour du point 0; 
ma, mK les projections de mm' et mO sur mA; 
dB le déplacement angulaire élémentaire mOm', 

On a 

mm' = Om.dBj 

et, par la similitude des triangles mm'a, mOK, 

ma — mm' — — =: OK.r/0. 
Om 

' On déduit de là, pour le produit géométrique de cp par mm% 



y/nm' = ^ X ma = (pOK.r/0. 

Ce produit géométrique est donc le même que si le point m 
coïncidait avec le pied de la perpendiculaire abaissée du 
point sur la direction de la droite, pour un même déplace- 
ment angulaire autour de ce point. 

Nous donnerons au produit cp X OK le nom de moment de 
la longueur cp par rapport au point pris pour centre des mo- 
ments. 

On devra considérer ce moment comme positif ou négatif, 
conformément aux conventions établies sur les signes des 
produits géométriques, ou selon que le point K se déplacera 
dans le sens de cp ou en sens inverse, ou encore que le 
point K, censé se mouvoir autour de en venu de la vi- 
tesse cp, imprimera au rayon OK un mouvement de rotation 
dans le sens de dO ou en sens inverse. 

Nous supposerons, comme on le fait ordinairement, que ce 
^déplacement angulaire dO a toujours lieu de la gauche vers la 
ifroiie. 

11 résulte de ce qui précède : 

1** Que le moment d'une somme géométrique de longueurs 
situées dans un même plan est égal à la somme algébrique 
des moments des éléments de cette somme, puisque les pro- 
duits géométriques ne diffèrent des moments que par le fac- 
teur constant dB, 
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2** La somme algébrique des moments, par rapport à un 
point, des éléments ci-dessus de la somme géométrique est 
nulle \^), 

25. Composition et décomposition des moments, — Conce- 
vons qu'à partir du point on porte, sur la perpendiculaire au 
plan qu'il détermine avec 9, une longueur L proportionnelle 
au moment dans le sens pour lequel ce moment serait po- 
sitif pour l'observateur couché suivant cette droite et ayant 
les pieds en 0. 

Soit L' la droite qui représente de la même manière le 
moment de la projection 9' de 9 sur un plan passant par le 
point 0. 



(') Le premier de ces théorèmes, qui sont dus à Varignon, peut encore 
se démontrer ainsi qu'il suit. 
Soient (^. 6) 

Fig. 6. 




AD la somme géométrique de deux droites AB, AC ; 
OK, OH, OJ les perpendiculaires abaissées du point G sur AB, AD, AC. 
Il faut prouver que 

AB X OK -H AC X OJ = AD X OH 



ou que 



triangle AOB •+- triangle AOC = triangle AOD. 



Mais les trois triangles ont un côté commun OA; il suffit donc de prouver que 
la perpendiculaire DN abaissée de D sur OA est égale à la somme des perpen- 
diculaires BM et CP abaissées sur la même droite des points B et C, ce qui 
devient évident en menant CQ parallèle à OA jusqu'à la rencontre de DN, et 
remarquant que les triangles CQD, ABM sont égaux. 

Le théorème étant établi pour deux droites s'étend facilement à une somme 
géométrique quelconque dont les .éléments sont situés dans le même plan. 

2 



b.^ 



1. % ft t^ 



-. i 
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Les longueurs L» L' étant proportionnelles aux aires des 
triangles formés par le point et les droites qui représen- 
tent 9, 9', il s'ensuit que la seconde est la projection de 
l'autre sur sa direction. 

Soient 

L» /, /',..• les moments d'une somme géométrique et de ses 

éléments ; 
L«, /u, r^,. . . leurs projections sur un axe Ou. 

Si Ton projette la somme géométrique sur le plan ^Oj^, on 
a, d'après le numéro précédent, 



et de même 



L. = / -+- /l -h . . . , 



L_ = /_ -h / 



Donc : 



I** En projection sur un axe y la droite qui représente le 
moment d*une somme géométrique est la somme algébrique 
des droites semblables relatives aux composantes. 

2° La droite qui représente le moment de la somme géomé- 
trique est la somme géométrique des droites semblables rela- 
tives aux composantes. 
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MOUVEMENT DES SYSTÈMES INVARIABLES. 



CHAPITRE IL 

DU MOUVEBIENT GÉOMÉTRIQUE DES SYSTÈMES INVARIABLES. 



§ I. — Mouvement de translation, de rotation, de roulement. 

26. Mouvement de translation. — Lorsque les divers points 
d'un système invariable (1) décrivent, à un instant donné, des 
éléments égaux et parallèles, le mouvement de leur ensemble 
se nomme mouvement translatoire ou de translation. 11 est 
évident que les vitesses simultanées des divers points sont 
aussi égales et parallèles aux mêmes instants. 

Le mouvement de translation peut être rectiligne ou curvi- 
ligne, selon que les différents points du corps décrivent 
des lignes droites ou des lignes courbes ; seulement, dans le 
deuxième cas, les directions parallèles du mouvement chan- 
gent d'un instant à l'instant suivant. 

27. Mouvement de rotation. — Lorsque les différents 
points d'un système invariable décriventsinïultanément, autour 
d'un axe fixe, des éléments de cercles concentriques, perpen- 
diculaires à cet axe, le mouvement du système est ce que Ton 
nomme un mouvement rotatoire ou de rotation autour de cet 
axe, et l'on voit sans peine que les déplacements angulaires 
simultanés des plans méridiens correspondant aux divers 
points du système sont égaux. 

Soient 

V la vitesse d'un point situé à la distance rde l'axe; 
w la vitesse angulaire (8), c'est-à-dire la vitesse d'un point du 
système situé à une distance de l'axe égale à l'unité. 

2. 
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Les éléments \dt et o^dt étant semblables, il vient 



ydt 



- - —7 



(tidt 1 

d ou 

\r = cor. 

La vitesse d'un point est donc égale au produit de la vitesse 
angulaire par la distance de ce point de l'axe, 

28. Le mouvement de glissement est celui dans lequel les 
mêmes points ou éléments de la surface d*un solide se mettent 
successivement en contact avec les éléments distincts et con- 
sécutifs de la surface d'un autre solide. 

29. Dans le mouvement de roulement, les éléments superfi- 
ciels et consécutifs d'un corps viennent se mettre successive- 
ment en contact, sans glissement, avec les éléments consécutifs 
de la surface d^un autre corps. 

Considérons, en particulier, deux cylindres roulant Tun sur 
l'autre; on peut réduire la question au roulement de leurs 
sections droites Tune sur l'autre. Or, en regardant ces courbes 
comme des polygones infinitésimaux ayant actuellement un 
côté commun ab, les côtés consécutifs bc\ c'd', ... de la 
courbe mobile doivent venir successivement coïncider avec 
les éléments respectivement égaux 6c, crf, ... de la courbe 
fixe, et pour que V c' vienne coïncider avec 6c, il faut qu'il y 
ait rotation de la figure mobile autour du point b supposé Vwe, 

D'où l'on conclut qu'une courbe qui roule sur une autre 
peut à chaque instant être considérée comme tournant, pen- 
dant un temps infiniment petit, autour du point de contact sup- 
posé fixe pendant cet instant, et qui, pour ce motif, est ce que 
l'on appelle un centre instantané de rotation. 

On déduit de là que la normale à la courbe décrite par un 
point quelconque de la figure mobile passe par ce centre. 

On voit ainsi pourquoi la normale à la cycloïde passe par 
le point de contact de la circonférence avec la droite direc- 
trice, pourquoi la normale aux épicycloïdes passe par le point 
de contact des circonférences, etc. 
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30. Mouvement simultané de roulement et de glissement, 
— Supposons qu'un corps (S) glisse pendant le temps dt par 
un de ses éléments superficiels w sur un élément w' d'un autre 
corps (S'); qu'à la fin de dt un élément w, de (S) consécutif 
de (ù vienne se mettre en contact avec l'élément w', de (S') 
consécutif de w'; cette superposition résultera d'un roule- 
ment. On peut concevoir que wi se comporte vis-à-vis de w', 
de la même manière que &> par rapport à o>)', et ainsi de suite; 
le mouvement de (S) sur (S') résultera donc d'une succession 
de glissements élémentaires et de roulements successifs. Le 
glissement et le roulement correspondants peuvent être consi- 
dérés comme ayant lieu simultanément. 

Pour bien faire voir en quoi consiste ce mouvement, consi- 
dérons le cas où (S) et (S') sont deux prismes droits dont les 
sections sont des polygones réguliers. On voit de suite que 
Ton est ramené à considérer le mouvement de ces sections 
l'une sur l'autre. 

Supposons que les côtés de (S) soient plus petits que ceux 
de (S'), que leurs côtés respectifs [fig. 7 ) AB, A'B' coïncident 




ainsi que leurs sommets A, A'; on amènera 6 en B' par un 
déplacement translatoire, puis BC venu en B'C, en contact 
avec B'C par une rotation autour de B', et ainsi de suite. 

Le roulement et le glissement de deux circonférences, et 
en général de deux courbes planes, se produiront simultané- 
ment de la même manière, en remarquant que l'on peut con- 
sidérer les deux courbes comme des polygones infinitési- 
maux, mais dont les côtés correspondants de l'une et l'autre 
courbe peuvent être regardés comme ayant des longueurs in- 
égales (*). 



{') Voir, pour plus de détails, sur le roulement et le glissement, mon Traité 
de Cinématique pure, Chap. III, § VII, p. 119. 
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§ II. — Du mouvement d*un système invariable 
parallèlement à un plan. 

31. Le mouvement de rotation autour d'un axe fixe n*est 
évidemment qu'un cas particulier de celui où tous les points 
du système sont animés» à un instant donné» de vitesses simul- 
tanées quelconques parallèles à un plan donné, mouvement 
qui, envisagé dans la projection du système sur le plan, revient 
à celui d'une figure invariable mobile dans ce même plan. 

32. Du centre instantané de rotation d*une figure inva- 
riable mobile dans son plan. — La position et le mouvement 
d'une telle figure sont évidemment définis par ceux d'une 
droite AB [fig, 8), qui joint les points A, B de cette figure. 

Fig. 8. 




Soient 

A'B' la position que prend la droite AB au bout d'un temps 
infiniment petit; 

le point de rencontre des perpendiculaires élevées aux mi- 
lieux I, K des chemins élémentaires AA', BB'. 

4 

De l'égalité des triangles AOB, A' OB', qui ont leurs trois 
côtés respectivement égaux, résulte celles des angles BOB', 
AOA', et l'on voit ainsi que le mouvement le plus général 
d'une figure plane peut à chaque instant être considéré 
comme se faisant autour d'un point actuellement fixe 0, et qui 
est un centre instantané de rotation: 

Remarque. — - Si les déplacements AA', BB' sont parallèles 
et obliques à AB, ils sont égaux : car la projection de AB 
sur A'B' étant égale à cette dernière droite, en négligeant les 
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termes du second ordre, il faut nécessairement que les projec- 
tions semblables de AA', BB' soient aussi égales, et le mou- 
vement se réduit à une simple translation. 

Dans le cas où les chemins élémentaires AA', BB' sont per- 
pendiculaires à AB {fig*^)y ils peuvent être inégaux, mais 

Fig. 9- 



c 



alors le centre instantané se trouve évidemment au point de 
rencontre C de AB, A'B'. 

33. Conséquences diverses. — Il résulte de ce qui précède 
que : 

1** Les différents points de la figure mobile décrivent simul- 
tanément des éléments proportionnels à leur distance au centre 
instantané; 

2° Les normales correspondant à ces divers éléments vont 
toutes concourir à ce centre; 

3° La connaissance de la vitesse V de l'un de ces points 
situé à la distance r du centre suffit pour déterminer la vi- 

V 

tesse angulaire instantanée &)=—•, par suite, la vitesse d'un 

point quelconque. 
Soient, à un instant donné {fig. lo), 

Fig. 10. 




le centre instantané de rotation; 

0,, Oa, O3, . .. les positions successives des centres instantanés 

sur le plan fixe; 
O*,, 0',, Ça,. . . les positions correspondantes des mêmes points 

sur le plan de la figure mobile. 
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Au bout du temps infiniment petit dty le point 0', viendra 
en Oi ; mais, comme ce déplacement ne peut s'effectuer 
qu'autour du centre instantané 0, il s'ensuit que la courbe 
00', (y,... roule sur la courbe fixe 00, O2...; en d'autres 
termes, le mouvement le plus général d'une figure plane inva- 
riable dans son plan se réduit à un roulement d'une courbe sur 
une autre, 

La courbe fixe est le lieu des positions successives des 
centres instantanés, et la courbe mobile celui des points du 
plan de la figure mobile qui successivement deviennent 
centres instantanés ('). 

§ III. — Du mouvement d'un système invariable autour 

d'un point fixe. 

34. Soient 

le point fixe; 

A, B deux points déterminés du système invariable (S); 
a, b les intersections des rayons OA, OB avec une sphère fixe, 
d'un rayon quelconque, ayant son centre au point 0. 

La position de l'arc de grand cercle ab sur la sphère dé- 
terminera à chaque instant celle des points A etB, et par suite 
celle du système (S). 

Si l'on emploie le même raisonnement qu'au numéro pré- 
cédent, en remplaçant les droites par des arcs de grand 
cercle, on arrive à conclure qu'un déplacement infiniment 
petit de ab peut être considéré comme s'efifectuant autour 
d'un pôle instantané P. 

D'où il suit que (S) subit un déplacement rotatoire infini- 
ment petit autour de l'axe instantané de rotation OP (^). 

Les deux surfaces coniques, déterminées dans l'espace et 
dans le système (S) par les positions successives de l'axe 
instantané de rotation, roulent l'une sur l'autre; c'est ce qui 



( * ] Voir^ pour les applications de ces principes à la Géométrie et aux trans- 
formations du mouvement, mon Traité de Cinématique pure, Chap. III, § II, p. 84* 

(') Foir, pour l'application au joint universel de Cardan, mon Traité de 
Cinématique purey Chap. III, § III, p. lOO. 
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résulte de considérations analogues à celles qui nous ont 
permis au numéro précédent de démontrer que le mouvement 
le plus général d'une figure plane est dû au roulement d une 
courbe sur une autre. 

§ IV. — Composition des translations, des rotations, — Du 
mouvement le plus général d'unsy^stème invariable. 

35. Composition des translations, — Il est clair que si un 
solide est animé de plusieurs translations simultanées, la 
vitesse dans la translation résultante est la résultante des 
vitesses composantes. 

36. Composition des rotations autour d'axes parallèles. — 
Considérons un système invariable mobile autour d'un axe 
qui tourne lui-même autour d'un axe parallèle fixe dans Tes- 
pace. Le mouvement résultant, comme les mouvements com- 
posants, étant parallèle à tout plan perpendiculaire à la direc- 
tion des axes, on est ramené à étudier le déplacement d'une 
Ggure plane mobile dans son plan, tournant autour de Tun de 
ses points et autour d'un autre point fixe sur le plan. 

Soient 

^9 0' (Jig. Il) le centre mobile et le centre fixe; 
6), û)' les vitesses angulaires correspondantes, que nous sup- 
poserons de même sens, de gauche à droite, par exemple. 

Fig. I r. 




Tout point m de la ligne 00' sera animé de deux vitesses 
w.Om, (ù'.O' m de sens contraire, et il est clair qu'il existera 
une position de ce point pour laquelle on aura w.Om=:&)'.0'/w, 

j, , 0)' Om , , • . \ r j 

d ou r = TTTTTï et qui sera le centre instantané de rota- 

0) -f- (*} OU 
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tion à rinstanl considéré. Si Q est la vitesse angulaire instan- 
tanée autour de w, on a, en égalant entre elles les deux 
expressions de la vitesse du point 0, 

d'où, d'après une précédente relation, 

a:w:w'::00':0'/«:Ow, 
el enfin 

Donc deux rotations autour d'axes parallèles de même 
sens se composent en une seule égale à leur somme y et dont 
l'axe parallèle aux deux autres et situé dans leur plan 
divise la distance de ces derniers en raison inverse des rota- 
tions correspondantes. 

Supposons maintenant que les deux rotations soient de sens 
contraire, par exemple que w, supérieur à w', ait lieu de la 
gauche vers la droite, et w' de la droite vers la gauche ; il y aura 
en général sur le prolongement de 00', à gauche de 0, un 
point m pour lequel on aura w.Om^: w'.O'm, et si Q, est la 
vitesse angulaire instantanée autour de m, on aura 

a. 0/72 = W'. 00', d'où Ii::^W-w'. 

Si 0) =:&)', Om est infini et û nul : il n'y a plus dans ce cas 
de centre instantané; mais alors le mouvement se réduit à 
une simple translation; car soient n un point de la figure, 
nq = (ti,On, np=i(ù'.0' n ses vitesses autour de 0,0', ns la 
résultante de ces vitesses; les triangles OnO',pns étant sem- 
blables, ns est perpendiculaire à 00' et égal à la quantité 
constante w.OO'. 

Donc deux rotations de sens contraire autour d'axes pa- 
rallèles se composent en une seule égale à leur différence, 
dont l'axe, parallèle aux précédents et situé dans leur plan, 
se trouve en dehors de l'intervalle qui les sépare. Les distances 
de l'axe résultant aux deux autres sont en raison inverse des 
rotations correspondant à ces derniers. 

Si les deux vitesses angulaires composantes sont égales 
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(couple de rotations), le mouvement se réduit à une translation 
perpendiculaire au plan des ojces et égale au produit de leur 
distance par la vitesse angulaire commune. 

Il est facile maintenant de composer entre elles des rota- 
tions parallèles en nombre quelconque. On considérera leur 
ensemble comme formant deux groupes pour chacun des- 
quels les rotations seront de même sens, les rotations de Tun 
étant de sens contraire à celles de l'autre. 

Considérons l'un de ces groupes; on composera deux des 
rotations qui en font partie, w, w' en une seule 



&)j =: 0) -i_ w'^ 



puis w, avec une troisième ûd" en une seule 



w^ == Wj H- th" = w -f- co' -f- co", 



et ainsi de suite. On arrivera ainsi à une rotation finale û 
égale à la somme ûd -h w'-i- w" . . . des composantes. Soit QI la 
résultante des rotations du second groupe. Si Q. est dififérent 
de Q/j ces deux rotations se composeront en une seule, égale 
à leur différence ou à la somme algébrique des rotations 
proposées. Mais si i2 = û', ou si la somme ci-dessus est nulle, 
le mouvement se réduit à une simple translation. 

Il est clair d'ailleurs, d'après la nature même de la ques- 
tion, que l'on doit arriver au même résultat, quel que soit 
l'ordre adopté dans la composition. 

37. On conçoit facilement comment on peut décomposer une 
rotation en deux autres autour d'axes parallèles au premier et 
compris dans un même plan avec lui ; selon les positions rela- 
tives des axes, les rotations composantes seront de même sens 
ou de sens contraire. Le problème est complètement déter- 
miné. 

On ne peut, de même, décomposer que d'une seule ma- 
nière une rotation en trois autres autour d'axes parallèles au 
sien. Soient, en effet. A, B, C [fig. 12) les traces de ces trois 
axes sur un plan perpendiculaire à leur direction ; la trace de 
l'axe de la rotation donnée w. Nous supposerons, par exemple, 
que le point se trouve dans l'intérieur du triangle ABC. 
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Soient K, I, H les intersections des directions de AO, BO, 
CO avec BC, AC, AB. Décomposons la rotation w en deux 




autres, Tune &),==:&)-— autour de Taxe B, Tautre w -=-z autour 

151 1>1 

d'un axe projeté en I, et cette dernière en deux autres 



OB 



CI 
AC 



"^^"bî^âc' "^-^'bT^âc' 



OB AI 
Bl 



autour de A et C; d'après une propriété connue des transver- 
sales, ces expressions se réduisent à 



OK 



OH 



Il résulte de l'analogie qu'ont entre elles les expressions 
de w, , 0)2, Ws que la décomposition est unique. 
On remarquera que 

w, : w : : 01 : BI : : triangle AOC : triangle ABC ; 

c'est-à-dire que, si l'aire du triangle, ayant pour sommets 
les trois traces des axes des rotations composantes, représente 
la rotation totale, chaque rotation partielle est représentée 
par Vaire du triangle déterminé par le côté du premier 
triangle, oppos,é à la trace de son axe, et par la trace de l'axe 
de la rotation totale. 

Le problème est indéterminé si le nombre des rotations dé- 
passe trois. Supposons, par exemple, qu'il y en ait quatre et 
queD soit la trace du quatrième axe; je décompose la rota- 
tion M en deux autres : l'une cû4 autour de D, l'autre w' au- 
tour d'un autre axe projeté en un point quelconque J de OD; 
puis je décompose la rotation w' en trois autres autour des 
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trois centres A, B, C. Cette dernière décomposition est unique ; 
mais comme J peut être choisi arbitrairement, on peut faire 
varier comme on l'entend les rotations partielles. 

38. Composition d'une rotation et d'une translation per- 
pendiculaire à son axe. 

Nous continuerons toujours à raisonner sur les projections 
faites sur un plan perpendiculaire à Taxe. 

Soit Om {fig. i3) la perpendiculaire abaissée d'un centre 
sur la direction de la translation dont je représente la vitesse 

Fig. i3. 



o m 



par V. 11 y a une portion de celle droile, à droite ou à gauche 
du point 0, pour les points de laquelle les vitesses, respecti- 
vement dues à la rotation et à la iranslalion, sont de sens 
opposé, et Ton peut trouver par suite, sur cette portion, un 
point m pour lequel la vitesse résultante sera nulle. C^ point, 
déterminé par la relation, 

V 

V = wxOw, d'où 0/w=-, 

w 

est le centre instantané de rotation ; la vitesse angulaire autour 
du point m sera d'ailleurs &), puisque la vitesse de translation 
de 0, c'est-à-dire la vitesse rotaloire autour de m, est repré- 
sentée par V. On déduit de là une règle très-simple pour com- 
poser une translation et une rotation. 

Remarque. — Une rotation &> autour d'un axe xy peut être 
remplacée par une rotation égale autour d'un ax'e parallèle x' f 
et une translation égale à la vitesse de chacun des points de 
x'y'y autour du premier axe de rotation. 

39. Du mouvement le plus général d'un sy^stème invariable, 
— Concevons que l'on imprime à ce système (S) une vitesse 
de translation égale et contraire à celle V de l'un quel- 
conque de ses points; (S) tournera alors autour d'un cer- 
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tain axe instantané OA [fig. i4) avec la vitesse angulaire oj. 
Il résulte de là que le mouvement de (S) s.e compose de la 
rotation w et de la translation V. 

Fig. 14. 




0' i^ 



Soient U et W les composantes de V dirigées respective- 
ment suivant OA et la perpendiculaire à cet axe située dans le 
plan qu'il détermine avec V. La rotation w et la translation W 
se composent en une seule rotation w autour d'un axe O'A' 
parallèle à OA rencontrant la perpendiculaire en à OA 
et W en un point 0' d'un côté ou de l'autre de leur plan, 
selon le sens de &). La position de ce point est déterminée 

par la relation 

wxOO'-3W. 

Ainsi le mouvement de (S) se réduit à une rotation autour 
de O'A et à une translation parallèle à cette direction; ce qui 
a fait donner à O'A' le nom à' axe instantané de rotation et de 
glissement. Cet axe est unique; car, quel que soit le point 
de (S), où l'on transporte la rotation w, il en résultera tou- 
jours une translation composante perpendiculaire à la direc- 
tion de OA. 

Ainsi donc : 

1° Le mouvement le plus général d'un système invariable 
peut être considéré comme résultant d'une translation et 
d'une rotation autour d'un point fixe quelconque, — 2** La 
rotation est constante en grandeur et en direction, quelle que 
soit la position du point considéré comme fixe. — 3° // existe 
une position unique de l'axe instantané de rotation pour la- 
quelle la translation est parallèle à sa direction. 

On démontre facilement, en employant un raisonnement 
analogue à qelui du n^ 32, que le mouvement se réduit au 
roulement l'une sur l'autre de deux surfaces réglées [lieux 
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géométriques des positions de l'axe instantané de rotation 
et de glissement dans (S) et dans l'espace] accompagné d'un 
glissement le long de la génératrice de contact. 

40. Composition des rotations autour d'axes concourants, — 
Considérons un corps solide animé d'un mouvement de rota- 
tion autour de l'axe OB (^g^. i5), tournant lui-même autour 




de la droite OA qui le rencontre en 0. Supposons que ces 
deux mouvements de rotation, dont nous représenterons par o/, 
(ù les vitesses angulaires, aient lieu dans le même sens, de la 
gauche vers la droite, par exemple, pour l'observateur couché 
suivant OB, OA, en ayant les pieds en 0; chaque point m de 
Tangle AOB, dont ma, mb sont les distances aux axes OA, OB, 
est animé de deux vitesses de sens contraire (ù,ma, (ù'.mb, et 
si M,ma=(ù^.mb, ce point reste fixe; or, d'après le théorème du 
n" 24, tous les points de la somme géométrique OC de OA = w, 
OB = w' jouissent de la propriété précédente ; d'où il suit que 
les deux rotations simultanées ci-dessus se réduisent à une 
rotation unique autour de OC. 
Soient 

O la rotation résultante; 

bc, bd les perpendiculaires abaissées d'un point 6 de OB sur 
OA et OC. 

On a, en égalant les deux expressions de la vitesse du 
point by 

Ci.bd = oi'.bcy 

d'où il suit que il est représenté en grandeur par la diago- 
nale OC. 
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Ainsi deux rotations sinnultanées, et en général un nombre 
quelconque de rotations simullanées autour d'axes concou- 
rants, se composent absolument comme des vitesses. 

On pourra aussi considérer une rotation comme la résultante 
de plusieurs autres que Ton déterminera, en suivant la marche 
que nous avons indiquée pour la décomposition des \itesses. 

41. Composition des rotations autour d'axes ayant des di- 
rections quelconques. — Soient w, w', w",. . . les vitesses an- 
gulaires simultanées d'un système invariable autour d'axes A, 
A', A'',..., dont les directions sont d'ailleurs quelconques; 
chaque rotation peut être considérée comme résultant d'une 
même rotation autour d'un axe parallèle passant par un point 
du système choisi arbitrairement, et d'une translation perpen- 
diculaire au plan des deux axes, dont la grandeur et la direction 
sont déterminées. On est alors ramené à composer les rota- 
tions qui ont lieu autour d'axes passant par un même point 0, 
ainsi que les translations. Le mouvement se réduit donc à une 
simple rotation, accompagnée d'une translation. Il est alors 
facile, comme on l'a vu plus haut, de trouver la position de 
l'axe instantané de rotation et de glissement. 

42. Projections de la vitesse résultant de la rotation instan* 
tanée sur trois axes rectangulaires fixes, — On peut supposer 
l'origine placée en un point de l'axe instantaijé de rotation et 
de glissement. 

Soient n, p, q les composantes de w suivant Ox, Oj, 0^, 
dont le sens est de la gauche vers la droite pour l'observateur 
couché successivement, suivant ces trois axes, en ayant les 
pieds en 0. 

On reconnaît facilement que la rotation q donne les compo- 
santes de la vitesse — qj- suivant Ox, qx suivant Oj, que n 
donne les composantes /ij, —nz suivant Oz et Oj, et qu'en- 
fin la vitesse résultant de p, estimée suivant Oz, 0^, a respec- 
tivement pour expressions — px, pz. 

Les composantes de la vitesse sont donc enfin 

pz—qy suivant Ox, 
qx — nz » Oj-, 

ny — px » Oz. 



i „ ... .■.'. • •,»« ■ * *» 
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43. Relations entre les composantes de la rotation instan- 
tanée dans le mouvement d'un système invariable autour d'un 
point fixe, estimées suivant trois axes rectangulaires passant 
parce point et faisant partie du système, et i° les composantes 
de la même rotation estimées suivant trois axes fixes rectan^ 
gulaires, de même origine; 2° les angles qui déterminent la 
position des axes mobiles par rapport aux axes fixes, 

I** Soient (^g-, 16) 

Fig. 16. 




O le point fixe ; 

OX, OY, OZ les trois axes rectangulaires fixes ; 

O^, Oj, Oz les axes mobiles; 

n, p, q les composantes, suivant ces derniers, de la rotation 

instantanée ; 
v> ^9 X '®s mêmes composantes relatives aux axes fixeç ; 
OA la trace du plan xOy sur le plan XOY; 
6 l'angle formé par ces plans ou par les droites OZ, Oz; 
<p, ^ les angles formés par OA avec OX, Ox; 
OB, OC les perpendiculaires en à OA dans les plans jjOj, XOY. 

La connaissance des angles 6, <p, ^ suffit pour déterminer la 
position des axes mobiles par rapport aux axes fixes. 

On reconnaît facilement que les rotations v, xs sont équiva- 
lentes aux deux suivantes : 

V cosy H- tr sin«p suivant OA, 
— vsiny -+- crcos(j) » OC. 

On remarquera que les quatre droites OB, OC, OZ, Oz sont 
situées dans un même plan perpendiculaire à OA, et que 
Tangle BOC est égal à 9. La composante ci-dessus, suivant OC, 
peut être considérée comme la résultante de ces deux autres, 

— (— vsin<p H- wcosf ) sin9 suivant Oz, 
(— vsin<ï) -*- tycos'j>)cosG » OB. 

3 
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La rotation x <SoDDe les composantes 

xcosd suivant Oz, 
Xsinô » OB. 

Enfin on voit immédiatement que les composantes de la 
rotation instantanée, suivant OA et OB, sont équivalentes à 
celles-ci, qui ont lieu autour de 0^, Oj^, 

(vco8<}> H- txsin^)cos!* — [( — vsiii<p -+- vcos7)cosô -^ x^^^lsû^*^) 
(vcosflp -r- vsin<p)sin-{' -h [( — vsin®-}- vcos<p)cosO -h xsinOJcos^]/. 

En exprimant que les composantes suivant Ox, 0^-, Oz sont 
respectivement égales à /i, p, q, il vient 

. n = v(cosflp 0084* H- siny sin-^ cosO) 

I -i-or(siiif eos^» — cosç sin^'COsO) — xsinOsin^^, 

(i) ' ^ = v(cos(psin4' — sin7COS^|'COs9) 

I -hor(sin<psinip -Hcosflpcosipcos&) h- ^sinOcostp, 

q ~ 'j sin<p sinô — acoscp sinO -+■ ^cosô. 

Remarque. — Si la rotation instantanée a lieu autour de OZ, 
on a 

V = o, tar ^ o, X = oi 

et 

i n z= — xsin9sin^^, 

(2) { P = xsinôcos^, 

( q --= xcosG. 

2» Le déplacement des axes 0^, Oj, Oz, par rapport à OX, 
OY, OZ, peut être considéré comme s'effectuant en vertu des i 

dO do ddf 
rotations ^' ;y7' — ^ autour de OA, OZ, Oz de la gauche vers 

la droite pour l'observateur couché successivement suivant 
ces trois directions, en ayant les pieds en 0. 

La rotation -^ est la résultante de ces deux autres : 

dt 

-T^sinô suivant OB, 
at 



— 0080 )) Oz, 

dt ' 
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et il vient, en appelant r, s les composantes de la rotation sui- 
vant OA, OB, 

(3) ;. = Jsinô, 



et enfin 



' dt dt ^ 



/ï = rcosip — ^Sln^p = ;T-coS"(p — ^sin9sm>p, 



(4) \ P — '■sinti/ -4-5COSrl/ = ^sin^J< -i--^sin9cos^^, 

'^ . </r dt 



3. 
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CHAPITRE III. 

DE L'ACCÉLÉRATION DANS LE MOUVEMENT D'UN POINT. 



4.4. De V accélération. — Concevons que, par un point A 
ifiS' ^1)' ^" mène deux droites kv, At',, qui représentent en 
grandeur et en direction les vitesses v, v, = t^ -f- dv que pos- 
sède un point mobile au commencement et à la fin du temps 
élémentaire dt, et soient m et m, les positions correspon- 
dantes du mobile. On peut considérer la vitesse v^ comme la 
résultante de v et d'une autre vitesse, représentée par A m, et 
qui est du même ordre de grandeur que dt. 

Fig. 17. 




Ainsi, au bout du temps dt, la vitesse se compose de la vi- 
tesse V et de la vitesse kuz= du, qui est, en quelque sorte, la 
vitesse acquise ou gagnée dans le temps dt\ et c'est à l'inter- 
vention de cette dernière vitesse que Ton doit attribuer la 
modification du mouvement entre m et m,. On comprend 
ainsi pourquoi on lui donne le nom û! accélération élémen- 
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taire, en réservant Texpression unique d'accélération à la 
variation infiniment petite éprouvée par la vitesse rapportée à 
l'unité de temps, ou à 

r/u 

Cas particuliers. — i° Mouvement rectiligne, — Dans cette 
hypothèse, ku est égal à dv, et l'accélération est la dérivée de 
la vitesse par rapport au temps; d'où il suit que, dans le mou- 
vement rectiligne uniformément varié, l'accélération est la 
constante qui multiplie le temps dans l'expression de la vi- 
tesse. 

2° Mouvement circulaire jiniforme. — Soient le centre 

du cercle et R son rayon. De ce que Ac'i^: Ai', vvi ou <prf/ doil 
être considéré comme perpendiculaire à v, en d'autres termes, 
Taccélération est constamment dirigée vers le centre du cercle. 
Les deux triangles isoscèles vAvt et mOm,, semblables entre 
eux corflme ayant même angle au sommet, donnent 

' Om ' R 

d'où, pour l'accélération, 






En appelant w la vitesse angulaire, on a 

p = wR, par suite © = w'R. 

Donc, dans le mouvement circulaire uniforme, l'accéléra- 
tion est dirigée vers le centre^ et est égale au carré de la vi- 
tesse divisé par le rayon du cercle, ou au carré de la vitesse 
angulaire multiplié par ce rayon. 

45. Différentielles et intégrales géométriques. — D'après la 
définition de l'accélération, et les considérations que nous 
avons exposées relativement aux sommes géométriques, on 
voit que l'accélération élémentaire est ce que Ton peut appe- 
ler la différentielle géométrique, et l'accélération finie la dé- 
rivée géométrique de la vitesse par rapport au temps. Nous 
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adoplerons pour représenter ces deux quantilés les notations 

symboliques dv, -j-* 

Concevons que par un point A on mène des droites qui re- 
présentent, en grandeur et en direction, les vitesses que prend 
successivement le mobile, et que Ton joigne les extrémités par 
un trait continu. Soient c, v^ les vitesses correspondant au 
commencement et à la fin d'un certain intervalle fini ^, repré- 
sentées par Ai', Ai''. La longueur de Tare vv^ de la courbe 
formée par les extrémités de ces droites sera égale à la somme 
géométrique des accélérations élémentaires pour l'intervalle 
considéré. « 

La corde de cet arc, ou l'accroissement géométrique u de la 
vitesse, ou encore la vitesse gagnée pendant le temps /, sera 
V intégrale géométrique de l'accélération élémentaire. 

On peut donc écrire symboliquement 



t/O 



46. De la projection de l'accélération sur un axe ou un 
plan, — La projection de l'accélération élémentaire sur un 
axe fixe, étant égale à la différence des projections des vitesses 
V -f- di;^ V, et sur le même axe, il en résulte qu'elle est repré- 
sentée par la différentielle dvg de la vitesse v, estimée suivant 
cet axe. On a par suitp, pour la projection cp, de l'accélération <p, 

^±. 

et comme -7^ représente l'accélération de la projection du 

mobile, considérée elle-même comme un véritable mobile, on 
a ce théorème : 

La projection de l'accélération sur un axe est la dérivée^ par 
rapport au temps, de la vitesse estimée suivant cet axe, et re- 
présente l'accélération de la projection du mobile sur l'axe ( ' ). 

(*) Voir mon Traité de Cinématique pure ^ pour rapplication de ce théorème 
aux mouvements oscillatoires, Chap. II, § II, p. 35. 
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On a aussi 

On reconnaît sans peine que la projection de Taccélération 
du mobile sur un plan est l'accélération de la projection du 
mobile (*). 

47. De la composition des accélérations. — Le problème 
que nous nous proposons de résoudre a pour énoncé : 

Connaissant en grandeur et en direction les accélérations 
dans plusieurs mouvements simultanés dont un point mo- 
bile est animé, déterminer V accélération du mouvement résul- 
tant. 

Cette dernière accélération est appelée la résultante des ac- 
célérations relatives aux mouvements composants, et celles-ci 
sont dites composantes de la première. 

Soient Ac, w, [fig. i8) les droites qui représentent actuel- 
lement en grandeur et en direction les vitesses v, v^ de deux 

Fig. 18. 




mouvements composants; la vitesse résultante sera représen- 
tée par Av, . Au bout du temps rf/, les vitesses v et v^ auront, en 

général, varié en grandeur et en direction, et si A/, v' v\ sont 
les droites qui les représentent à cet instant, leur résultante 

est Kv\. 



( * ) Voir mon Traité de Cinématique pure^ pour l'application à la projection 
d'un mouvement circulaire sur un plan, Chap. II, § II, p. Sg. 
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Appelant 9 et cpi les accélérations des mouvements compo- 
sants, 4* Taccélération du mouvement résultant, on a 



et, en menant v\k égal et parallèle à w%. 



Les longueurs c'.t'', , v\ky v^k étant respectivement proportion- 
nelles aux accélérations ij;, <p, <p,, on en conclut ce théorème : 

La résultante de deux accélérations est représentée en 
grandeur et en direction par la diagonale du parallélogramme 
construit sur les droites qui représentent les accélérations 
composantes. 

Ce théorème étant tout à fait identique à celui qui concerne 
la composition des vitesses, la composition et la décomposi- 
tion des accélérations s'effectuent comme pour les vitesses, et 
les relations algébriques qui existent entre les vitesses com- 
posantes et leur résultante subsistent également pour les ac- 
célérations. 

Ces résultats auraient pu être considérés comme évidents 
à priori, puisque les accélérations simultanées élémentaires 
d'un point sont de véritables vitesses, qui doivent se composer 
et se décomposer absolument comme les vitesses simulta- 
nées ordinaires. 

48. Règles relatives à la différentiation et à la soustraction 
des équations géométriques linéaires. — Soit V la résultante des 
vitesses v, v', /',.... On a 

et, d'après la composition des accélérations, 

dV = 7ù> -^-Tîç' -^d? -h . . . , 

dV_Ji> 71? 7h^ 

TïF "'di'^Tù ~^ Tû" "*' 

d'où il suit que l'on peut différentier géométriquement, terme 
à terme, les deux membres d'une équation géométrique li- 
néaire. 
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Plus généralement, comme la démonstration du numéro pré- 
cédent ne suppose pas que w', t'i/r soient infiniment petits, 
on peut dire que Ton peut retrancher membre à membre 
deux équations géométriques. 

49. Composantes tangentielle et normale de l'accéléra- 
Jion. — Soient {Jlg. 17, p. 36) 

(3 l'angle que forme l'accélération <p d'un point m avec la di- 
rection de sa vitesse t^; 

vk la perpendiculaire abaissée du point v sur la direction At', 
de la vitesse au bout du temps dt. 

L'accélération 9 peut être considérée comme la résultante 
de y accélération tangentielle. 



estimée dans le sens du mouvement, et de Vaccéléràtion nor- 
male, 

dirigée vers le centre de courbure de la trajectoire. 
Or on a évidemment 

par suite 

?cosp = ^^. 

Cette accélération aura le même sens que la vitesse ou un 
sens inverse selon que cette vitesse ira en croissant ou eh 
décroissant. 

Dans le cas du mouvement circulaire, on a 

et par suite 

r ^ dui 

?cosp-R^. 
Soient 
le centre de la courbure de la trajectoire en m; 
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da Tangle de contingence de celle courbe, ou Tangle des 

vitesses v =^ kv ei v + rft/irr Ac, , égal à celui des nor- 
males Om, O/Wi. 

L'accélération élémentaire normale vk a pour expression 

d'où 

TSinp = .^, 

la dérivée -y- n'étant autre chose que la vitesse angulaire du 

point mobile autour du centre de courbure. 

Si nous désignons par p le rayon de courbure au point m de 
la trajectoire, nous avons 

, mm. mm. 

et enfin 

ïsmp = - = p(^^j. 

Donc : 

L'accélération d'un point mobile se compose d'une accélé- 
ration tangentielle ou dirigée dans le sens du mouvement, 
égale à la déri^/ée de la vitesse par rapport au temps, et d'une 
accélération normale dirigée vers le centre de courbure^ égale 
au carré de la vitesse divisé par le rayon de courbure, ou au 
produit de ce rayon par le carré de la vitesse angulaire autour 
du centre de courbure. 

50. Interprétation géométrique de l'accélération totale. — 
Soient [Jig> 17, p. 36) 

m, r, = 2c la corde interceptée dans le cercle osculaleur 
en m, par la parallèle menée du point m, à Taccélération cp; 
q le milieu de cette corde. 

On a 

P sin p = (• , 

par suite, 



V* {>' 



^ p sin p c 



Donc V accélération d'un point est égale au carré de la vi- 
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tesse divisé par la moitié de la corde du cercle oscillateur^ 
menée parallèlement à cette accélération par la position du 
mobile. 

51. Déviation élémentaire du point mobile, due à l' accélé- 
ration. — Si raccéléralion s'annulait à partir de la position m 
du mobile, ce dernier, au lieu d'arriver en m, au bout du 
temps rf/, parcourrait sur la tangente en m le chemin mp :=vdt; 
de sorte que /?m,, qui est une quantité du second ordre, re- 
présente la déviation par rapport au mouvement rectiligne 
due à l'accélération. 

L'accélération <p pouvant être considérée comme constante 

en grandeur et en direction pendant le temps dt, le chemin/?m, 

est parcouru d'un mouvement uniformément varié et a pour 

expression 

de' 

On arrive directement à ce résultat en remarquant que la 
fig. 17 donne (') 



pr, 'ic ^ 



52. Équations du mouvement d'un point. — Soient 

^9 X* ^ l^s coordonnées d'un point mobile par rapport à trois 

axes rectangulaires Ox, Oj, Oz; 
«'x, i>, Vt les composantes correspondantes de la vitesse; 
?'»?/>?* les composantes semblables de l'accélération. 

On a 

"lïT"'^" lii~~'^^' 7û~'^^' 
ou 

/ . (Px cPy d'z 

Ces trois équations feront connaître x, j, z en fonction de / 



(') Foir, en ce qui concerne l'application de la théorie de l'accélération à la 
recherche des propriétés géométriques de la cycloïde, de l'hélice, etc., mon 
Trailé de Cinématique pure, Chap. Il, § V, p. 55 et suîv. 
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et la nature de la trajectoire lorsque l'accélération sera 

connue. 

• 

53. Théorèmes relatifs aux moments des vitesses et aux 
aires. — Du n** 25 il résulte que les extrémités des droites qui 
représentent les moments des vitesses successives d'un point 
mobile déterminent une courbe dont l'élément recliligne me- 
sure le moment de l'accélération élémentaire. 

Si donc on appelle V, V les vitesses au commencement et 
à la fin d'un intervalle de temps /, $ l'accélération, P, P', Q les 
distances de V, V, $ au centre des moments 0, on a la rela- 
tion géométrique 



Jo 



(2) V'P'--VP-- / ^Qdt. 

Jo 

En désignant par v, /, cp les projections de V, V, sur un 
plan xOy; /?, p', q leurs distances au centre des moments 0, 
on a 



(3) 



v'p' — vp= j tDqdt. 
Jo 



Ce qui exprime que : en projection sur un plan, l* accroisse- 
ment du moment de la vitesse par rapport à un point du plan, 
pour un certain intervalle de temps y est égal à la somme des 
moments des accélérations élémentaires pour le même inter- 
valle. 

Ce théorème n'est d'ailleurs, comme cela doit être, qu'une 
conséquence des formules (i) qui donnent 

(4) ^l^-^7?^ = '^^-^^^' 

d'où, en intégrant, 

dy dx ( dy dx\ 



dt ^ dt 



(^î--^S),=X ^^^^-^^'^'"' 



ce qui n'est autre chose que la formule (2) mise sous une 

autre forme. 

ds 
Si l'on remarque que 7 ^/^ = i/? ;ït est la dérivée par rapport 

au temps de l'aire décrite autour du centre des moments par 
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le rayon vecteur qui joint ce centre au point mobile, on 
peut, avec Binet, donner à celle expression le nom de vitesse 
aréolairey et Ton a ce théorème : 

Le double de V accroissement de la vitesse aréolaire pour 
un intervalle de temps quelconque est égal à l'intégrale du 
moment de l'accélération élémentaire. 

Si û> est la vitesse angulaire du rayon vecteur r autour du 
centre des moments, Taire décrite dans le temps dt par le 
rayon étant {cùi^dt, la vitesse aréolaire est exprimée par\ cor*, 
c'esi-à-dire par la moitié du produit du rayon vecteur par la 
vitesse angulaire autour du centre des moments. 

Des théorèmes que Ton vient d'énoncer, on déduit les sui- 
vants : 

Lorsque la direction de l'accélération d'un point mobile 
dans un plan passe constamment par un point fixe : 

1° La vitesse du mobile varie en raison inverse de la per- 
pendiculaire abaissée de ce point sur sa direction; 

2° Les aires décrites autour du point fixe, par le rayon vec- 
teur^ sont proportionnelles aux temps correspondants (théo- 
rème des aires); 

3° La vitesse angulaire du rayon vecteur varie en raison 
inverse du carré de ce rayon. 

Réciproquement, si Tune de ces trois conditions est rem- 
plie, l'accélération est nulle ou passe constamment par le 
point fixe. 

Ces différents résultats peuvent s'interpréter géométrique- 
ment d'une manière remarquable. 

Soient (fig. ly) 

m la position du mobile au bout du temps t\ 

r=zOm sa distance au point 0; 

Om', Om" les directions du rayon vecteur du mobile au bout 

des temps t-\-dt, t-\-2.dty sur lesquelles nous porterons, 

à partir du point 0, des longueurs Om', Om" égales à r; 

, , . mOm' m'Om'^ 
iv, «/ les vitesses areolaires —r — ^ — -r — • 

Élevons en les perpendiculaires Otv, 0(v' aux plans mOm', 
m'Om'\ respectivement égales à w, w'. 
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D'après un théorème connu relatif aux projections des aires, 
on peut substituer aux aires mOm\ m'Om'' la considération 
des longueurs Ow, Ow' multipliées par dt. 

Fig. 19. 




On est ainsi conduit à regarder Ow, Ow' comme repré- 
sentant en grandeur et en direction les vitesses aréolairescv,cv'. 

La droite ww' sera ce que nous appellerons V accélération 



ww 



aréolaire élémentaire , et —-rr Y accélération aréolaire, que 

nous désignerons par Ç. 
Uéquation (2) donne 

or 



par suite 



^ d\? 

idt 



Donc la droite qui représente le moment de V accélération 
du mobile se confond en grandeur avec celle qui représente le 
double de V accélération aréolaire. 

Soient 

Oz Taxe du cône circulaire osculateur suivant la génératrice 
Om au cône, lieu géométrique des rayons vecteurs, qui a de 
commun avec ce dernier les éléments mOm', m'O/n"; 

^ le moment OQ par rapport à 0; 
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fi^, [Xn ses composantes suivant tv et sa perpendiculaire dans 
le plan tvO(v'. 

La composante de l'accélération aréolaire suivant Otv étant 

évidemment -^-j on a 

dt 



(5) 






En suivant le même raisonnement que pour la détermination 
de l'accélération linéaire normale, on reconnaît que la compo- 
sante de ^, dirigée suivant la même droite que /ji„, a pour va- 
leur 



w 



«^0«/_fx„. 



dt 



~ i' 



or 



aire mOm — = wdt^ 



d'oii, par l'élimination de dt. 



V-n = 



'2 



&W' 



Om 



i mOni' 
wOw' 



Soit ml z=}/ la perpendiculaire élevée en m à Om, limitée 
en I à 0-3, c'est-à-dire le rayon de courbure principal du 
cône mm' m" en m; il est clair que 



mm' ^ mOm' 
7 = = Om 



par suite 

<6) 



pOw' 



P« = 



(vOw 



n 






Les formules (5) et (6) sont dues à Binet. 

54. Relations entre la vitesse d'un point mobile et l'intégrale 
des produits géométriques relatifs à V accélération et aux été-- 
ments des chemins parcourus, — On a (49) 



(Iv 
dt 



--= (f cos (<P; ^i), i'dt = ds ; 



<•- 



* 
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d'où 

d'où, en iniégrant, 

h éiani une constante arbitraire, ou 

4 

(7) ^"""Jo ^^^^f^''^^)"^' 

en appelant v^ la vitesse correspondant k s = o. Donc : 

Le demi-accroissement du carré de la vitesse pour un inter- 
valle quelconque est égal à la somme correspondante des prO" 
duits géométriques de l'accélération par l* élément de chemin. 
On peut aussi arriver à ce résultat en ajoutant les équations 
du n° 52 multipliées respectivement par rf^?, rfj, dz; et Ton 
arrive ainsi à 

fl JC (l Y fi^ z 

— — - fïx H — 7=7 dr -+- —TT dz = odjc -+■ rpdr H- <?^dz. 
dt^ dt^ -^ dt^ " ^^ -^ ^* ' 

OU 

Or on a 

, djc"^ -h dr^ -h dz^ 

V* = — , 

di' 

et 

n'est autre chose que le produit géométrique de Ox-\- Oy-^ 9, 

par ds\ par suite 

i^/f ^ = ç cos ( <p, ds) ds, 

ce qu'il fallait établir (•). ^ 



(^) On peut aussi arriver à l'équation (7) de la manière suivante : 
Soient (^^. 17, p. 36) 

A.V, Av^ les droites qui représentent les vitesses v, v^ au commencement et à la 

fin de l'élément de; 
A la projection du point ^' sur At^^ ; 

On a v^^dt^=. ds, et le produit géométrique de l'accélération par le chemin élé- 



% . .-, . . "^L. ^ ...1 
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Lorsque Tiniégrale f<^ cos{(f ds)ds ne pourra pas s'obtenir, 
on calculera l'aire d'une courbe plane, dont 5 serait Tabscisse 
et <pcos(9,rf5) l'ordonnée, en employant une des méthodes de 
quadrature par approximation, telles que celles de Simpson et 
de Poncelet. 

Les théorèmes suivants, dont les démonstrations sont évi- 
dentes, permettront, dans certains cas, de simplifier l'appiica- 
lion de l'équation (7). 

1" U intégrale du produit géométrique de Vêlement de che^ 
min par l'accélération y lorsqu'elle est constante et qu'elle reste- 
constamment tangente à la trajectoire y est égale au produit de 
l'accélération par le, chemin total parcouru » 

2** L'intégrale du produit géométrique de Vêlement de che- 
min par une accélération constante, qui reste parallèle à une 
droite JixCy est égale au produit de cette accélération par la 
projection, sur cette droite, de la corde qui joint les projections 
du mobile. 

Si l'accélération passe constamment par un point fixe 0, et 
qu'elle soit une fonction /(r) de la distance rdu mobile à ce 
point, on a 

/<ï>cos(<p, cls)ds = ff(r)dr. 

55. Du mouvement des projectiles pesants dans le vide. — 
Prenons pour axe des x l'horizontale du point de départ, com- 



mentaire a pour expression 

v^A — - 

— — as = v,.v,K . 

Or le triangle vkv^ donne 

d'où, en négligeant le terme du second ordre f^dt*^ 

•=■■ p cos(p, ds)ds 



»*? — f« 



ou 

dv* 

— '— pcos(p, ds)ds. 



ce qui est la différentielle de Téquation (7). 
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prise dans le plan vertical passant par la direction de la vi • 
tesse initiale v^, et pour axe des ^ la verticale en ce point. Les 
équations (i) du n** 52 donnent 

Soit a l'inclinaison de v, sur Thorizontale ; on a, pour /= o, 

/Ix dy riz 

de sorte qu'il vient, en intégrant, 

x=v^cosolJ, j'= o, z ~ (ff^sinx.t — g-", 

et pour l'équation de la trajectoire résultant de rélimination 
de t 

z = ortanga — f-J (ï ^- tangua), 

équation qui représente une parabole. 

En y supposant ^ = o, on obtient, pour la portion de l'hori- 
zontale du point de départ limitée par la courbe ou ce que 
Ton appelle la portée du projectile, 

— *sinacosa=:r — gin2a. 

Pour une même vitesse initiale, la portée atteint son maxi- 
mum lorsque a = 45**> et en général elle est la même pour 
deux directions, dont l'angle aurait pour bissectrice une droite 
inclinée de 4^ degrés sur l'horizon. 

On trouvera très-facilement les coordonnées du sommet de 
la trajectoire et Téquation de la directrice, le lieu des som- 
mets des paraboles décrites avec la même vitesse dans des di- 
rections différentes, enfin l'enveloppe de toutes les paraboles 
décrites avec la même vitesse initiale, mais sous des inclinai- 
sons différentes sur l'horizon, courbe qui est une parabole. 

Enfin on déterminera sans peine l'inclinaison que l'on doit 
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donner à la vitesse initiale Co, censée donnée pour que la tra- 
jectoire passe par un point déterminé (^). 

Ce qui précède est notamment applicable au mouvement 
des bombes, dont la vitesse initiale ne dépasse pas i66 mètres» 
et limite pour laquelle on peut encore faire abstraction de la 
résistance de Fair. 



(') On arrive facilement à l'équation de la courbe en prenant pour axes 
coordonnés la verticale et la tangente au point de départ, ce qui conduit à des 
propriétés curieuses de la parabole (voir mon Traité de Cinématique pure, 
Chap. 3, S 11, p. 37). 



4. 



l 
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CHAPITRE IV. 

DES ACCÉLÉRATIONS CENTRALES. 



56. Équations du mouvement d'un point dont la direction 
de V accélération paisse constamment par un centre fixe^ — 
Il est visible que deux vitesses consécutives sont situées dans 
un même plan passant par le point fixe et par suite que la 
trajectoire est plane. 

Soient 

Qoc une droite fixe quelconque passant par le point dans le 

plan de la trajectoire; 
r le rayon vecteur Om qui joint le point fixe à la position m 

du mobile correspondant au temps t ; 
l'angle polaire m^x qui forme r avec 0^; 
<p Taccélération de m, considérée comme positive ou négative, 

selon qu'elle est dirigée de m vers ou en sens inverse. 

D'après un principe connu, nous savons que, dans les con- 
ditions actuelles. Taire décrite par le rayon vecteur r est pro- 
portionnelle au temps, de sorte que, en désignant par h le 
double de l'aire décrite dans l'unité de temps, ou le produit de 
la vitesse initiale par sa dislance au centre fixe (53), on a 

(i) r''dB=kdt, 

Le carré du chemin parcouru dans le temps dt étant 
r*d0^ + û?r% et le produit géométrique de ce chemin par l'accé- 
lération — - çrfr, il vient, d'après un autre principe connu (54), 
en appelant h une constante arbitraire, 

('^) -^^ = h~iS^dr, 

et en éliminant le temps au moyen de l'équation (i) on trouve 



[r-©]-- 



(3) /M ii+\-^ \ = /,-^{,rlr. 
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Lorsque raccéléralion 9 sera connue en fonction de r, celle 
équation donnera, par une iniégralion, celle de la irajecloire. 

Lorsqu'au conlraire la Irajecloire sera donnée el que 9 sera 
l'inconnue, on fera l'application de la formule suivante, qui 
résulte, par la différeniialion par rapport à r, de celle qui pré- 
cède, 

U) 

Dans Tun et l'autre cas, lorsque r sera connu en fonction 
de 6, réquation (i) permettra d'exprimer r et en fonction 
de t ou réciproquement. 

57. Àpplicatior»» au mouvement elliptique des planètes, — 
Les planètes, dans leur mouvement autour du Soleil, obéissent 
aux lois suivantes que Kepler a déduites de l'observation : 

Première loi. — Le centre de chaque planète parcourt dans 
un plan passant par celui du Soleil une orbite dans laquelle le 
rayon vecteur qui joint les centres des deux astres décrit des 
aires proportionnelles au temps. 

Deuxième loi. — La courbe décrite par le centre d'une planète 
est une ellipse dont le centre du Soleil occupe un des foyers. 

Troisième loi. — Les carrés des durées des révolutions des 
planètes autour du Soleil sont proportionnelles aux cubes des 
grands axes de leurs orbites. 

Nous rappellerons que le point de l'orbite le plus rapproché 
du Soleil se nomme le périhélie, el le plus éloigné Vaphélie. 

On déduit d'abord de la première loi et du principe des aires 
que la direction de l'acùéléraiion de chaque planète passe par 
le centre du Soleil. 

Soient 

a le demi-grand axe de l'orbite* ou la distance moyenne de la 
planète au Soleil, dont la direction est ce que Ton nomme la 
ligne des apsides ; 

e rexcentricité de l'orbite ; 

« l'angle formé par la ligne des apsides avec 0^ ou la longi- 
tude du périhélie; 

T la durée d'une révolution complète de la planète. 
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L'angle est, comme on le sait, ce que Ton appelle en As- 
tronomie Y anomalie vraie de la planète. 
On a d'abord évidemment 



(5) XT = 27rflVi — e?S 

et pour réquation de Tellipse 

.«. I I -+- ^cos(ô— w) 

et la formule (4) donne alors 

et comme e est plus petit qu0 l'unité, cette valeur est posi- 
tive ; donc, dans son mouvement elliptique autour du Soleil, 
le centre de chaque planète obéit à une accélération dirigée 
vers le centre du Soleil, et qui varie en raison inverse du carré 
de la distance de la planète de cet astre ( ^ ). 

En remplaçant, dans la formule (7), k par sa valeur donnée 
par la relation (5), on trouve 



a' I 



(8) ?=4^',p;:7, 

expression dans laquelle, d'après la troisième loi de Kepler, 

le coefficient de — est constant; par conséquent /'accé/^ra^io/i 

planétaire rapportée à V unité de distance a la même valeur 
pour toutes les planètes. 

Les considérations précédentes sont applicables, comme il 
est facile de le reconnaître, à la parabole qui est également 
représentée par Téquation (6), en y supposant a = oo, e=:i 
eta(i — e*) égal au demi-paramètre, ainsi qu'à l'hyperbole 
dont l'équation s'obtient en changeant le signe de a(i — é^), 
e devenant supérieur à l'unité. 



(') On peut arriver à la formule (7) par des considérations géométriques 
simples qui sont exposées dans une Note placée à la fin de ce Chapitre. 
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58. Vérification dans le cas des satellites. — Newton, avant 
de s'occuper du mouvement elliptique, avait entrevu la loi de 
la raison inverse du carré de la distance par des considérations 
analogues aux suivantes. 

La Lune et les autres satellites des planètes décrivent libre- 
aient dans le vide et d'un mouvement à peu près uniforme 
des orbites sensiblement circulaires, dont le centre se confond 
avec celui de la planète. 

Soient 

T, T' les durées des révolutions de deux satellites d'une même 

planète; 
R, R' les rayons de leurs orbites. 

On a, d'après la troisième loi de Kepler étendue aux satellites, 

Les vitesses angulaires étant -vp-î 7p7 5 il en résulte que les 

deux astres considérés possèdent respectivement les deux ac- 
célérations <p et 9' dirigées vers les centres de la planète, don- 
nées par 

(p - -rpr K, f — pT *^ » 

d'où 

'P' - K' T^ ~ R^ ' 
ce qu'il fallait établir. ' 

Vérification dans le cas de la Lune. — La Lune décrivant 
tous les 27^,322 =3 39344" X 60 une circonférence de cercle 
dont le rayon R est 60 fois celui Ri de la Terre, qui elle-même a 
une circonférence de 40000000 de mètres, on aura, pour cal- 
culer le rapport de l'accélération ^ de la Lune à celle gf= 9,809 
de la gravité terrestre, et en rapportant le temps à la seconde 

/5^ 4^*R __ 27r.27rR, _ I 

7 ~ ~W 'gx^ox (39344)' " 36i4' 
soit, à très-peu près. 
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ce qui prouve que les accélérations sont sensiblement entre 
elles comme les carrés des distances au centre de la Terre. 

On arrive au même résultat en remarquant, avec Newton, 
que le centre de la Lune parcourt en une minute un arc de 
61020 mètres, dont le sinus verse 4">87 représente Tespace 
qu'il décrit, d'un mouvement que Ton peut considérer comme 
uniformément varié, pendant une minute, en vertu de l'accé- 
lération g' en s'éloignant de la tangente. Cet espace étant à 
peu près égal à celui yg^ = 4'">9o44 Q^^ Parcourent verticale- 
ment dans le vide les corps pesants à la surface de la Terre 
dans la première seconde de leur chute, et les espaces crois- 
sant comme les carrés des temps, on est conduit au même 
résultat que ci-dessus, pour le rapport de g* à g'. 

59. Nature de V orbite décrite par un point en vertu d'une 
accélération dirigée vers un centre fixe et inversement pro~ 
portionnelle au carré de la distance à ce centre. — C'est la 
réciproque du problème que nous avons résolu plus haut. 

Soit 






fjt étant une constante. 
L'équation (3) devient 



/■ 




r 



d'où 



r/Ô 



r 



\J-7-' 



2fX /* 

¥~r'^l? 



En considérant toujours dB comme posiiif, on devra prendre 
le signe 4- ou le signe — selon que r décroîtra ou croîtra; 
ces changements de signe auront lieu pour les valeurs maxi- 
mum et minimum de r données par 



d'- 



1 ^. .t i . //i! 

r A' Y A' 
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L'équation différentielle ci-dessus donne, en intégrant, 
fù étant une constante arbitraire. 



6 — w = arceos 



d'où 



(9) 



f* 



/ w 



cos(ô — w) 



équation polaire d'une section conique rapportée à l'un de 
ses foyers; cette section sera une ellipse, une parabole ou 

une hyperbole, selon que l'on aura A = o, ou, en vertu de l'c- 
quation (2), qui donne la signification de A, 

V, et To étant la vitesse et le rayon vecteur relatifs à Tétai ini- 
tial. On voit ainsi que la nature de la courbe dépend seule- 
ment de la grandeur de la vitesse initiale et non de sa direc- 
tion. 

De la comparaison des formules (6) et (9) on déduit, pour 
le cas du mouvement elliptique. 



(lo) k = }/a[\-e')a, h^-^, 

et en désignant par v la vitesse du mobile au bout du temps /, 
l'équation [1) donne 



î_^P ?- 



(Il) 

' r a 



60. Détermination des coordonnées d'une planète en fonc- 
tion du temps.— Supposons que l'angle 6 soit mesuré à partir 
dp grand axe de l'ellipse, ou que la longitude du périhélie soit 



(*) La courbe sera toujours une hyperbole si fi est négatif, c'est-à-dire si 
l'accélération est dirigée de G vers m. 
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nulle, réqualion de l'orbite devient 

et si Ton observe que le rayon vecteur est compris entre 
a(i -f- e) et a{i — e), on pourra poser 

(i3) r = a(i — ecosu) ('). 

L'angle u, qui passe en même temps que l'anomalie vraie 6 
par les valeurs o, tt, 27r, a reçu le nom ^* anomalie excentrique 
de la planète. 

Des équations ^12) et (i3) on déduit 



cosO — — ) 

i — eco^u 



d'où 



li-h e ^ u 

(14) tang-=y^^— ^lang-. 

Désignant par T la durée de la révolution de la planète, et 
posant 



n ~ -rrr 



n sera la moyenne vitesse angulaire, et n^ le mouvement moyen 
ou V anomalie moyenne de la planète, et si Ton prend le jour 
moyen pour unité de temps, on a relativement à la Terre 

T = 365^256374, d'où /î = o^ôg'S", 

en remplaçant 27: par 36o degrés. Cette valeur de T est la 
durée de l'année sidérale, ou l'intervalle de temps qui s'écoule 
entre deux retours consécutifs du Soleil à une même étoile 
dans son mouvement apparent autour de la Terre. 
L'équation (i) donne, eu égard à la relation (5), 



et en y remplaçant r et par leurs valeurs déduites des équa- 
tions (i 3) et (i4) 

ndt = (i — eco^u)du\ 

(*) Voir^ pour Tinterprétation géométrique de Tangle ;/, la Note placée 
à la fin du Chapitre. 
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d^oii^ en prenant pour origine du temps Tépoque de l'un des 
passages au périhélie, 

(i5) nt=u — ^sintt. 

Nous remarquerons que, d'après les formules (7) et (10), on a 





^(1-^^) 


1 - 


i- 6'C0S(Ô — W)' 







(16) n^a^=^ ou n =^iia-^. 

Si Ton substitue à la ligne des apsides, considérée comme 
origine de la longitude, une droite qui fasse avec cette ligne un 
aDgle 6), qui sera la longitude du 'périhélie, il faut remplacer 
dans les formules précédentes 9 par 5 — w; si, de plus, on 
compte le temps à partir du moment où la longitude moyenne 
est e {longitude de l'époque), la longitude moyenne par 
rapport au périhélie étant e — &>, il faut remplacer ni par 
nt-h i — w. Les formules (i^), (i4) et (i5) deviennent alors 

(12') 

(14') tangi(0 

(i5') /i/H-g — ft>= Il — e sin«. 

Les quantités a, e, gd, e seront les quatre constantes arbi- 
traires introduites par Tintégration des équations différentielles 
du second ordre, obtenues en faisant disparaître par la diffé- 
rentiation des équations (i) et (2) les arbitraires h et k, aux- 
quelles se trouvent substituées deux des précédentes. 

61. Cas où Von peut négliger les puissances de e supérieures 
à la première, — L'équation (i5) donne, dans cette hypothèse, 
qui est admissible pour la plupart des planètes, 

(17) u = nt -¥- esin(/z/ -f- esinw) = nt -^ eûnnt^ 
et l'équation (i3) devient par suite 

(18) r ~ a[\~ eco^nt). 

Posant 

— 71/ -t- ^, 
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d étant du même ordre de grandeur que e, la première des 
équations (i4) donne, en continuant la même approximation, 

d'où 

(19) Q = nt -i-^esïnnt. 

Si nous considérons un astre fictif animé de la vitesse angu- 
laire n, et partant du périhélie en même temps que la planète, 
il p£|ssera en même temps qu'elle à Taphélie, puisque pour ce 
point s\nnt=o, et reviendra au même instant au périhélie, 
et ainsi de suite indéfiniment. Dans la première moitié de la 
trajectoire, le rayon vecteur de l'astre sera en arrière de celui 
de la planète, et il sera en avant dans la seconde moitié. La 
quantité 2es\nnt, qui mesure l'écart des deux rayons, est ce 
que l'on appelle Véquation du centre. 

On corrige de cette manière, par la considération de l'astre 
fictif, l'inégalité du mouvement apparent du Soleil autour de 
la Terre dans l'écliptique. Pour corriger celle qui résulte de 
l'inclinaison de l'écliptique sur l'équaleur, il suffit de conce- 
voir un second astre fictif circulant dans le plan de l'équateur, 
passant par l'équinoxe en même temps que le précédent, et 
animé d'un mouvement angulaire uniforme ; il détermine 
ce que l'on appelle le temps moyen, qui coïncide quatre fois 
dans l'année avec le temps vrai indiqué par le mouvement 
réel du Soleil. 

Quant aux développements de u, r, 9 en séries suivant les 
puissances ascendantes de e, leur détermination rentre dans 
le domaine de l'Analyse proprement dite ou de la Mécanique 
céleste, et nous renverrons pour cet objet à notre Traité de 
Mécanique céleste, 

62. Des comètes. — Les lois de Kepler se vérifient dans la 
partie des orbites cométaires que l'on peut observer; mais, 
comme les grands axes de ces orbites, qui sont très-allongées, 
et les durées des révolutions sont généralement inconnus, 
on calcule les mouvements des comètes dans le voisinage du 
périhélie, comme si leurs orbites étaient paraboliques. En dé- 
signant par D la distance du foyer au sommet de la parabole, 
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le paramètre sera 4D> tandis que dans l'ellipse il était exprimé 
par 2a(i — e*). La formule (7) devient par suite 



en posant 



^ aD r' r'' 



/-2 



Les formules (i ) et (10) conduisent à Téquation 

D'autre part, si l'on compte l'angle à partir du périhélie, 
ce qui revient à supposer w = o, on a, pour représenter la pa- 
rabole. 



(19) 



^JL..D(,^tang^^) 



COS' - 
2 



En portant cette valeur dans la formule ci-dessus, intégrant 
et prenant pour l'origine du temps l'instant du passage au 
périhélie, on trouve 

(ao) ,= ___(^,a„g-^-tang-_J. 

Les équations (19) et (20) sont celles dont on se sert dans 
la théorie des comètes; mais comme presque toujours l'in- 
connue de la question est 0, et qu'elle dépend d'une équation 
du troisième degré, pour éviter la résolution de cette équa- 
tion, on a construit des Tables donnant les valeurs de t corres- 
pondant à celles de dans l'hypothèse de D = i ; ces Tables 
permettent de trouver l'angle B décrit au bout du temps t 
dans une parabole quelconque, en y cherchant la valeur de 

qui correspond au temps ^ D ^ 

63. Trajectoire d* un point dont l'accélération y dirigée vers 
un centre fixe, varie en raison inverse du cube de la distance, 
— Posons 

7=73' 



62 PREMIÈRE PARTIE. — CHAPITRE lY. 

[x étant une quantité positive ou négative selon que <p sera di- 
rigé de m vers 0, ou en sens inverse. L'équation (4) deve- 
nant linéaire en -9 il est plus simple d'en faire usage que d'a- 
voir recours à son intégrale (3). Elle donne 

Nous avons trois cas à distinguer : 

1» ix = /i^. En désignant par A et B deux constantes arbi- 
traires, réquation (21} donne 

- = Aô-i-B. 

r 

On déterminera les constantes en exprimant que, pour une 
valeur déterminée de 0, = par exemple, en choisissant 
convenablement l'axe Ox, on a 

r..r„ tanga.= (^^)^, 

To et Tangle at que forme la tangente avec ce rayon étant des 
données de la question. 

La trajectoire est ainsi une spirale hyperbolique dont est 
le pôle, ou un cercle si A == o. 

2** IX — /r'<;o. On a 

i = Acosiv/it'-fx(ô-f-6), 

A et e étant deux constantes arbitraires que Ton déterminera 
par les mêmes conditions que ci-dessus. La trajectoire ne sera 
représentée que par la portion de la courbe représentée par 
réquation précédente correspondant aux limites =: o, et 

= —g, 

r devenant infini pour cette dernière valeur. 
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3*»fx — Ar'>o. Il vient 

r ' 

équation qui représente une spirale qu'il est facile de discuter. 

64. Mouvement d'un point dont l'accélération dirigée vers 
un centre fixe varie proportionnellement à la distance. — 
Posons 

/x étant positif ou négatif. 11 est inutile ici d'avoir recours aux 
coordonnées polaires, attendu que les équations en coor- 
données rectilignes conduisent à une séparation immédiate 
des variables, et donnent 

Premier cas. — /jt > o ou cp est dirigé de m vers 0; on a, 
en désignant par a, a' , b, V quatre constantes, 

or — tf COS/v^ -h tf' sin/y/fx, 
y — b sin/ y/f* h- b' cos/y/fx. 

En déterminant les valeurs du sinus et du cosinus en fonc- 
tion de X et^, et ajoutant leurs carrés, on trouve, pour Téqua- 
tion de la trajectoire, 

x'{b'''^b''')-^f{a^-^a!'')'--%xy[ay-^a!b) ^ {ab'-a'bY, 

qui représente une ellipse rapportée à son centre. 

Nous pouvons maintenant supposer que l'on prenne l'un 
des axes principaux pour axe des x, et compter le temps à 
partir de l'instant d'un passage à l'un de ses sommets ; nous 
avons alors pour t = o 

y-^o et -^ = 0, 
ce qui exige que a'— o, b' =zo, et il vient 

«y -+■ b^x^ — a^b^ ; 
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et, en appelant v la vitesse, 



dt 

dr 
dt 



dx — 

y=h%\Vityfu., — = ^ v'/xcos/v/f*. 



_ J 



Le mouvement elliptique peut donc être considéré comme 
résultant de deux mouvements reclilignes rectangulaires de 
même période, d*ampliludes différentes, mais inverses Tun 
de l'autre, c'est-à-dire que la vitesse de l'un est nulle quand 
celle de l'autre est à son maximum, ou que l'extrémité de. la 
course dans l'un correspond au milieu de la course dans l'autre» 
La durée T d'une oscillation complète dans chacun de ces 
mouvements simples ou d'une révolution elliptique est don- 
née par 

}J^T—i.T.^ d'où T= — tl« 

Nous aurons plusieurs fois l'occasion de considérer ce 
genre de mouvement elliptique, dont les propriétés peuvent 
d'ailleurs se déduire facilement de la projection, sur un plan, 
d'un mouvement circulaire uniforme ('). 

Deuxième cas, — /ut <;o. On a, en posant /x = — a*. 



X = ae^ -^ a'e'". 



,mt 



y = be-*' — b'e 

Multipliant entre elles les valeurs des deux exponentielles 
déduites de ces équations, on obtient 

bb'x"-^ adf- xy («6-4- a' h*) -t- (aA — a'hy = o, 

ce qui représente une hyperbole qui sera équilatère lorsque 
l'on aura aa* :^ — bb'; le mobile ne peut naturellement dé- 
crire que l'une des branches de la courbe. 

Si nous dirigeons Ox suivant l'axe transverse, en comptant 
le temps, à partir de l'instant d'un passage à l'un des som- 



( * ) f'oir mon Traité de Cinémuuique pmre, Chap. Il, § III, p. 39. 
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dx ^ . . 

mets, nous aurons 7 — 0, -^-=:opour f — o, ce qui exige 
que a' = a, 6' — 6; il vient alors 

Au bout d'un certain temps, les exponentielles négatives de- 
viendront insensibles, et Ton aura tout simplement 

X a 

ce qui signifie que le mobile peut être alors considéré comme 
se mouvant sur une asymptote. 



NOTE. 

CONSIDÉRATIONS GÉOMÉTRIQUES SUR LE MOUVEMENT DES PLANÈTES. 



De l'accélération dans le mouvement elliptique. 
Soient (^. ao ) 

F le foyer de l'ellipse occupé par le Soleil , 

F, l'autre foyer, 

FP, F,P, les perpendiculaires abaissées de ces foyers sur la tangente au 

poÎDt m de l'orbite où se trouve actuellement le centre de la planète , 
F/w = r le rayon vecteur de m partant de F, 
m' la position de la planète au bout du temps dt , 
a, b le grand axe et le petit axe de l'ellipse, 

e son excentricité ou - \/a^ — b\ 

a 

t' la vitesse de la planète , 

X le double de l'aire décrite par le rayon vecteur dans l'unité de temps. 

L'aire mYm' décrite dans le temps dt ayant pour valeur 

FP.w/w' Y?,vdt 
— > 

'X '1 

5 
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on trouve, en l'égalant k -di, d'après la première loi de Kepler, 



(I). 



V = 



FP 



Si t) est la composante de v normale à m F, on a, de la même manière, 



(I') 



¥m r 



Soient maintenant w, n' les points de rencontre de F/w, F/w' avec le 




cercle de centre F et de rayon ia; on sait que les points F, , P,, n sont, 
en ligne droite, et que F, /î = aF, P, . 
D'autre part on a, d'après une propriété connue de Fellipse, 



par suite 



FP.F,P, = ^', 



ç= -Y? = —¥ n 



De sorte que, à part le facteur constant — vj) F, /z représente la vitesses 
à laquelle on aurait fait subir un quart de révolution de droite à gauche. 

Il suit de là que -tî nn' représente en grandeur l'accélération élémen- 
taire du point /w, et que cette accélération est dirigée suivant wF de m 
vers F. 

La perpendiculaire abaissée du point m sur F/w étant -odt^ on a, eu 
égard à la formule ( i ' ) , 

, Fw , y , ak . 

nn = = — Mcit =z 7.a - dt = —T dt. 
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d'où, pour l'accélération cherchée, 

ce qui est la formule (7) du texte ( 57 ). 
La durée T d'une révolution sera donnée par 

T 

2 



a' 1 



d'où cette autre expression de «p, 

(3) ?-4^^-;-; 

et, d'après la troisième loi de Kepler, le coefficient de p ? que nous dési- 
gnerons par II, est le même pour toutes les planètes; nous poserons 
ainsi 

(4) ?=^.- 

Construire r ellipse connaissant la vitesse en un point. 

L'élimination de X- entre les équations (i') et (a) donne, pour le demi- 

paramètre p= — deh courbe, 

p= —. 

et comme <p est connu, en vertu de la formule (4), une troisième pro- 
portionnelle fera connaître p. 

On peut obtenir une autre expression de p, en éliminant X- entre les 
équations (i) et ( 2), ce qui donne 

(5 p ~ —^ — -= 

Si je mène au point m la droite mF^ faisant avec la tangente /wP un 
angle égal au supplément de l'angle connu P/wF, m¥^ passera par le 
second foyer, et sera parallèle au diamètre PO. 
Abaissant du point F la perpendiculaire FQ sur OP, on a 

ôf' = fp'-^ôp' --20p.pq=: fp' -+-«''- 2«PQ 

Of'= û' — ^' =«'—«/?, 
d'où 

FP^ 

^ ' 2PQ — p 

5. 
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Portons, sur le prolongement de PQ, QQ, = PQ, puis à partir de Q, , 
en revenant sur nos pas, Q, R = p\ élevons en R une perpendiculaire 
à PQ jusqu'à sa rencontre U avec le cercle décrit du point P comme 
centre, avec un rayon égal à PF : l'intersection de PO avec la perpendicu- 
laire en U à PU déterminera le centre de Tellipse, dont tous les éléments 
seront par suite connus. 

Les triangles PF m , PFQ sont semblables et donnent 

po4- -' 

tin r 

et, en substituant cette valeur et celle (5) de p dans la formule (6), il 
vient 

(7) ^ ^ :* 

r~ il 
Expression des coordonnées polaires en fonction de temps, — Soient 

Z l'intersection du prolongement de l'ordonnée m Y de m avec le cercle 
décrit sur le grand axe comme diamètre ; 

// l'angle ZOA formé par le rayon OZ avec le demi-grand axe qui corres- 
pond au périhélie A ; 

Ô l'angle formé par m? avec FA, 

on a 

OF ^ ae, FY -^ OF h- OY = a[e - cosw) = - /-cosO, 



mX - -Yï = )J\ --e'\Z^ ^yi -e^^wat. 



a 



L'équation de l'ellipse 

(8) r^^^'-^l 

^ ' i-t-6'Cus6 

donne 

/--H^rcosO ou /* - ^FY — «(i — ^'), 

ou encore 

r — ae{e — cosu) = a(i — e*), 

et enfin 

/q\ r = a(i — ecosu). 

m 

L'an^^le u n'est ainsi que ce que nous avons appelé dans le texte Vano- 
incUie excentrique. 
En portant cette valeur dans (8), on a 



(10) 



e — cos// 
cosO — • 

1 — eCOà/i 
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On obtient ainsi les coordonnées d'un point de l'orbite en fonction de la 
variable auxiliaire u. 

Pour avoir le temps en fonction de la même variable, il suffit de calculer 
l'aire A/wF en fonction de w, puisqu'elle est proportionnelle au temps. 
Remarquons, pour cela, que 

aireA/wF = aireA/wY — airewFY = y^i— ^'aireAZY ^ — ; 



or 

aire AZY = aireAOZ -^ aireOZY ^ 



n^u — flf'sinwcosw 



•2 



FY./^/Y n^ , -, , . 

~ —VI — e'ie — cosu)s\ni(, 

1 x ^ ' 



par suite 



et enfin 



n^ 



aire A /// F — --yj v~- e'[u — e sin // ) 



(i" 



— \l\— e^lu — c sin n ) 



ïîii 



OU, en appelant n la vitesse angulaire moyenne — du rayon vecteur, 
(11) u = nt -\- e^mnt. 

C'est l'équation (i5) du n° 60 et qui nous a donné (61), en négligeant 
les puissances de e supérieures à la première, 

( r — a[\ — f?cos///), 
( 9 r- r/f-h 2 6f sin/?/. 

De la comparaison des équations (3) et (4) on déduit 

« 

(.3) n^yjt, 

Du mouvement troublé, — Supposons que w, en outre de ç, reçoive 
une accélération ^, constamment comprise dans le plan passant par la vi- 
tesse p et F. La trajectoire restera plane. 

Considérons l'ellipse que décrirait le point m si tout à coup ^ venait à 
s'annuler, ellipse que l'on construira comme on Ta indiqué plus haut. Au 
bout du temps dt^ ou lorsque le mobile sera venu en w', on aura une 
autre ellipse dont les éléments différeront infiniment peu de ceux de la 
précédente; ou, en nous servant de l'expression consacrée, les éléments 
de l'ellipse auront varié au bout du temps dt de certaines quantités que 
nous nous proposons de déterminer. 
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Soit iv la composante de la vitesse suivant te rayon vecteur ; dans le 
temps di^ r augmentera de wdt dans l'ellipse que continuerait à décrirole 

mobile, si ^ s'annulait subitement, comme dans la trajectoire; l'angle -dt^ 

décrit dans le même temps par le même rayon, aura également la même 
valeur dans les deux cas. 
L'équation (7) donne 

d dv 

da = —1 ~ — - — 7.a^d- -h2«' —dv, 

r a 



/2_ t^y 



Soient (p', ^' les composantes de <p et >^ suivant p, on a 

fiç=(<^'-i-''^')dt, 



d'où 



da = ia^ ( - d - -^- ?^\ dl -hia-^-^'di: 



or l'ensemble des deux premiers termes du second membre n'est autre 
chose que la variation qu'éprouverait ^, dans l'hypotbèFe où m se dé- 
placerait sur l'ellipse ; il est donc nul et Ton a 

(i4) da=^i'^'a^^-dt. 

Cette expression peut se mettre également sous la forme 

{i5) flw = 2— -ivdt. 

L'équation (i3] donne aussi 

(16) dn = x/aa ^ (la — j 

ce qui détermine la variation du mouvement moyen. 
Soient 

P'/w'P', la tai^ente à la trajectoire de m arrivé en iw'; 

Vm'V^ la tangente à l'ellipse de m correspondant au même point m*\ 

F', le second foyer *de Tellipse de m'\ 

S la projection de F', sur la direction de m' F,. 

On a 

iw'F -h w'F, = 2âf, w'F -H m'Y\ = %a -\-ida^ 

d'où 

m' F',- mF^ = ^da, 

(17) F,S=:2«&7. 
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Nous avons maintenant 

et de môme 
d'où 

Soient ep*, ^" les* composantes de y et >^ estimées suivant la normale ; 
on a, diaprés une propriété connue, 




d'où 

b>/'F, ^ 2 i^ fie -^ 2 i^ (^6^/. 

Mais de l'équation (7) on déduit 



II vient donc 



' ' cp r.///F, ' 




enfin 

(18) F'S=2^' -i^r//. 

Les équations (17) et (18) détermineront la position de F|, et par suite 
la variation de Tescentricité et celle F,FF| de la longitude du périhélie. 
Soit X la projection de F, sur FF, ; on a 

F,X = — idae = F.S.sin/wFJ — F.S.cosmFY, 
d'où, pour la variation de l'excentricité absolue, 

dae = — - rr vdt -^ 1 — ^ vdi 

^'^^ ^ af^" niY y a F,Y\ . 

= ~ ( — -^^ ûT -H 2 -î- 4t ) i>dt. 

Si nous désignons par c/w la variation F^FFj de la longitude du péri- 
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F' X F* X 

h.'Iie égale à -rrrr- - -W;' ï^ous avons 

F, \ ^ F', S — — 4- F,S. — -r = 1-^ V t'^// -h 4 ~ - —rr ^'dt^ 

d'où 

^P" fl F.Y p^/ ^' à" m\ vdt 

Application. — V accélération perturbatrice est divisée en sens in(*erse 
(lu mouvement et est proportionnelle au carré de la vitesse. 

Nous verrons plus loin, dans le texte, quel sens physique il faut attri- 
buer à cette question. 

Supposons donc ^''= o, ^I^'= — pc^ p étant une constante, et appe- 
lons ds le chemin élémentaire i>dt. Les équations précédentes deviennent 



v^ 



da — — 2p — a^ds, 

(ai) { dae= — ap -^'cos/wF, Y^/.v, 

v^ -^^^""^ ds 

dtù := — 2p- ^Tt'sinmF.Yr^» 
' pt ïfO 

De la seconde et de la première on lire 

v^ /-'^ 

(22) de = ap -a[e — cos//îF,Y)r/.v. 

Soient ( ^^. 20 ) : 

F.r une droite de direction fixe passant par le foyer F ; 

w Tangle que forme, avec Fjc, la portion du gratid axe aboutissant au 
périhélie, ou la longitude du périhélie ; 

ô l'angle formé avec Fa: par un rayon vecteur quelconque wF ou la longi- 
tude vraie. 

L'équation de l'ellipse est 

ad — e'') 



r ^= 



l-{-6?C0S(ô— w) 

On a, en vertu de la formule (7), 



p' I fin \ T /û N 21 

- = - ( 1 ) = — 7t[ï-+- a^cosfô ~ w) -f- ^M, 

[^ (t \ r J a[i — e^)^ ^ ' -" 
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Le triangle mFF^ donne 

„ ,, rsinfG— w) (i — é''') sin(6 — w) 

sinwF,Y = = — ^ — .,■■- '—-r .y 

' Ad — r IH- e^^- a^cos(9 — w) 

(2rt — r) coswF,Y — rcos(Ô— w) = ^ae^ 

d'où 

cosmF, Y = î^ '- = \ '- — ,-. , ^ . 

Les équations (21) et (22) donnent, par suite, 

,' ^ 10 a 

i (la = ^ [i-h ^'-f- ie cos(0 -- w)] ds, 

• 23) ^ 

' ^ de = - ^p[^ "^ COs(ô — w)]r/A", 

^r/w — — 2 p sin ( -- w ) ds. 

Nous les retrouverons plus loin dans le texte ; c'est pourquoi nous ne fe- 
rons ressortir quant à présent aucune des conséquences que l'on peut en 
tirer. 



*—< 
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CHAPITRE Y. 

DU MOUVEMENT D'UN POINT SUR UNE LIGNE 
OU SUR UNE SURFACE. 



65. Supposons qu'un point m ne décrive plus librement sa 
trajectoire, en vertu d'une accélération <p, mais qu'il soit assu- 
jetti à se mouvoir sur une courbe donnée. 

Soient 9' et c^" les composantes de 9, suivant la tangente, et 

dans le plan normal à la courbe, dont nous désignerons par p 

dv 
le rayon de courbure; la relation 9' = -^ définit la vitesse v 

et, par suite, la loi du mouvement; l'accélération normale — 

sera généralement distincte en grandeur et en direction de la 
composante 9 dont il n'existe plus aucune trace. C'est pour- 
quoi l'on dit que cette dernière est détruite par la courbe fixe. 

La même observation est applicable au mouvement d'un 
point sur une surface fixe. 

La formule { 7 ) du n® 54- 



(1) 



— ? = / cp cos ( îp, ds ) ds 

^ «/o 



est applicable au cas où le point mobile, n'étant plus libre, est 
assujetti à se mouvoir sur une ligne ou une surface fixe, at- 
tendu que cette ligne ou cette surface fixe ne détruit que la 
composante normale de l'accélération, dont ne dépend pas le 
second niembre de celte équation. 
Cette même équation, mise sous la forme 



^d? 



= pj -+- •/ y COS(<p, ds)ds^ 
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et les deux équations de la courbe permettront de déterminer 
J7, /, z en fonction du temps. 

66. Application au mouvement d'un point sur une courbe 
fixe. — Considérons, en particulier, le mouvement d'un point 
mobile pesant sur une courbe de forme quelconque sans vi- 
tesse initiale, et soit z la hauteur verticale dont il est descendu 
lorsque sa vitesse est v; on a 

La vitesse c ne s'antiulant qu'avec Zy on voit que le mobile 
s'élèvera sur l'autre branche de la courbe à la hauteur du 
point de départ; puis, prenant un mouvement inverse, il re- 
viendra à sa position initiale pour recommencer une oscilla- 
tion semblable à la précédente, et ainsi de suite. Dans le cas 
où le mobile est animé de la vitesse initiale v^ on a 



<;*— p» 



= ^2, d'où t' = v^îg^z -+- pj. 







67. Mouvement d'un point pesant sur un plan incliné. 
Soient (^g*. 21) 

Fig. ai. 




I l'angle d'inclinaison ABC de cette droite sur l'horizontale ou 

base BC; 
AB = L l'espace parcouru au bout du temps / par le mobile 

supposé partant du repos en A; 
H = AC la hauteur verticale correspondante. 

L'accélération g* se décompose en deux autres : Tune gcosi 
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perpendiculaire à AB n'aura pas d'influence sur le mouve- 
ment; l'autre gsini parallèle à ce plan aura loul son effet, et, 
comme elle est constante, elle produira un mouvement uni- 
formément accéléré; d'où Ton déduit, en remarquant que 
H=::Lsini, 



le dernier de ces résultats n'est qu'une conséquence du théo- 
rème précédent. 

Si dans le plan ABC j'élève AB, au point B la perpendicu- 
laire BD, limitée en D, à la verticale AC prolongée en con- 
séquence, on a L = ADsini, et la seconde des équations 
ci-dessus donne 



=v/^ 



2 Al) 



g" 



ce qui donne lieu à un théorème que l'on énoncera facilement. 

Celte expression ne dépendant que de AD, il s'ensuit que 
le mobile partant du repos en A mettra le même temps pour 
parcourir toutes les cordes issues de ce point et terminées à la 
circonférence décrite sur AD comme diamètre. 

Il est d'ailleurs facile de s'assurer que ce temps est égal à 
celui qu'emploierait le mobile à parcourir toutes les cordes, 
telles que BD supplémentaires de celles dont on vient de 
parler. 

68. Quelle est, parmi toutes les courbes passant par un 
point A et comprises dans un même plan vertical, celle pour 
laquelle un point pesant partant du repos en A parcourt un 
arc d'une longueur quelconque dans le même temps qu'il met- 
trait à décrire la corde correspondante P 

Soient (^g-. 21) 

Ay la verticale du point de départ A; 

B le point de la courbe où se trouve le mobile au bout du 

temps /; 
B' la position suivante au bout du temps t -{- dt\ 
6 l'angle BAj; 
r la corde AB; 
D l'intersection de Ar avec la perpendiculaire en B à AB; 
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b le point de rencontre de AB' avec la circonférence décrite 

sur AD comme diamètre ; 
BT le prolongement de B'B ou la tangente en B à la courbe. 

Le mobile arrive en B au bout du même temps et avec la 
même vitesse en parcourant Tare ou la corde AB ; et le temps 
employé pour aller de B en B' est égal au rapport de Télé- 
ment BB' à cette vitesse. D'un autre côté, le mobile niettrait 
à parcourir la longueur A6 le même temps que pour décrire 
la corde AB; par suite, le temps employé pour aller de b en B' 
avec la vitesse acquise en b est égal à celui que mettra le 
mobile à décrire BB' avec la vitesse acquise en B, et comme 
ces deux vitesses ne diffèrent entre elles que d'un infiniment 
petit, on a 

BB'=ôB', d'où B^B'=:6BB'. 

Or, Tangle 6BA = 9o°— pouvant être considéré comme 
égal à B6B', il suit de Tégalité précédente que 

ABB^= 2(90"- B) = 180 - aG, 

ou encore que l'angle ABT formé par la tangente à la courbe 
avec le rayon vecteur à AB est égal à 26; on a donc 

dB . dr r/sinaO 

/-— - = tang20, ou 1— — —. — ^, 

d*oii, en désignant par c* une constante, 

r* = c*sina0, 

équation d'une lemniscate ayant pour centre le point de dé- 
part A, et dont l'axe fait avec la verticale un angle de 45 degrés. 
Si le temps employé à parcourir lare AB, au lieu d'être égal 
au temps que mettrait le mobile à décrire la corde correspon- 
dante, devait se trouver dans un rapport constant j avec ce 
dernier, on trouverait de la même manière que ci-dessus 

Wb ---. / BB', 
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ouy en appelant / l'angle A6T, 

CO5(0— f) = / cos9, 

d'où 



tang/ — — 



tangO ±1 v/X^Ung^ô -t- X*(i — k^) 



lang'ô ~ X^ 



Or de 



on tire 



tangi .- r^ 






C étant une constante; le problème a donc deuiL solutions 
correspondant aux deux racines de l'équation qui donne tangi. 

69. Du pendule simple, — Le pendule simple se compose 
d'un fil de longueur invariable A0=/, fixé en un point 
[fig. 22), et terminé par un corps pesant A, dont les dimensions 

Fig. 22. 

o 



/ i 



/ ; 



^I J 




sont assez petites pour que l'on puisse le considérer sans erreur 
sensible comme un point matériel. On met le pendule enjeu 
en l'écartant de la verticale OA du point de suspension, et 
l'abandonnant ensuite à lui-même sans lui imprimer de vitesse 
initiale, et c'est la loi de ces oscillations que nous nous pro- 
posons de trouver. On sait d'ailleurs, d'après le n*» 66, que le 
point m doit s'élever sur la seconde branche de la courbe à 
la hauteur du point de départ. 
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Soit « Tangle formé par OB avec OA, considéré comme po- 
sitif ou négatif, selon que la première de ces droites est située 
à gauche ou à droite de Tautre. 

La composante tangentielle de l'accélération g-élant — g-sin a, 

et la vitesse au point B, Z^? on a 

(1) Z— .r-^sina. 

Si Ton suppose que Tangle qui mesure Técart initial ou la 
demi-amplitude du pendule ne dépasse pas 20 degrés, par 
exemple, on peut poser sina = a, et Téquation 

(O 'S = -.. 

a pour intégrale 

(2) OL- McoSi /|^ ^- Nsin i /f^ 

M etN étant deux constantes arbitraires. 

doL 
Supposons que pour a = «« la vitesse -1- soit nulle, a» étant 

la demi-amplitude; alors on a N = o, M = a» et 

(3) a - 3c, cos 4/ '1 ^ 

On voit ainsi que le pendule prendra une position symé- 
trique par rapport à la verticale de celle du point de départ, 
ou que a deviendra — «o au bout du temps T donné par la for- 
mule 



sj- 



jt™., 



pour la durée d'une oscillation ( ' ). 



(') On peut arriver géométriquement à ce résultat {voir mon Traité de 
Cinématique pure, Cliap. II, § V, p. 5o). 
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Supposons maintenanl que Famplitude ail une valeur quel 
conque, Téqualion (i) donne 

-— - r/a ~ — ^ sin a r/a, 
dr l ' 

d'où, en intégrant et remarquant que -i- ^o pour « = y... 



dt 



I r/a 



2 



_i? 



(4) -;^ = 7(C0Sa-C0SaJ ('). 

T 

On a ainsi, pour la durée - d'une den)i-osci!lation, 



(5) 

Posons 

il vient 

(6) T = 



T / / / "^ 



/^X 



^ \ '^S Jo V^COSa — COSa 



COSa -- I — w, COSa^ - I — //j, 






du 



('-'^)V".«-«= 



ou, en développant { i 



; \ T /' / L 2'^ 2 4 \2/ "■ •i.4.0...'i« \-i.) "'\ 
(7) T=l/-/ y ^^- 

Or, /i étant un nombre entier quelconque, on a, en intégrant, 
par parties, 

r tf^ffii I r „_, r/f //.// — /''^ II, r tt"-w/u 

I — . • — - I '* — — -^ — f — — , 



-» ,,«-! 






(*) Cette intégrale n'est autre chose que le résultat de Tapplication de Ta 
formule du n® 66, comme il est facile de le reconnaître. 
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Si Ton pose 

K= 1 -7==' * 

cette formule donne 



A — ^^""^ A 



Or 

par suite 



. _ 1 .3.5. . .(!î/i — l)7r 
"~~ 2.4«6...2/Z •' 

et la formule (7) devient 

Cette série est d'autant plus convergente que «/« ou a, est 
plus petit. En ne considérant que le premier terme on tombe 
sur la valeur approchée trouvée plus haut; si Ton tient compte 

du second terme, en remarquant que 1/0 = 2 sin* — et négli- 
geant la quatrième puissance de «o, il vient 

ce qui montre que la durée d'une oscillation est un peu aug- 
mentée par la grandeur de Tampiitude. 

70. Mouvement d'un point pesant sur la cyclotde; tauto- 
chronisme, — Considérons un point pesant m assujetti à se 
mouvoir sur une cycloïde fixe à base horizontale j^g (Jig. aS). 

Soient 

ma la tangente en m limitée au diamètre ab du cercle géné- 
rateur passant par le point de contact b de ce cercle avec la 
directrice /?5; 

R = — le rayon de ce même cercle; 

/ le sommet de la courbe; 
n la projection de m sur ab. 

6 



82 



PREMIÈRE PARTIE. 



CHAPITRE y. 



L'accélération g de la pesanteur se décompose en deux au- 
tres^ les composantes normale et tangentielle, respectivement 

V 

Fig. 23. 




dirigées suivant les prolongements de môet de ma\ ces trois 
accélérations formant un triangle semblable à mbriy les com- 
posantes normale et tangentlelle ont respectivement pour va- 



leurs 



nii 



mn 



^2R' ^2R 



La première étant détruite, il ne reste à considérer que la 
seconde. Or, en posant m/=: 5, on a, d'après une propriété 
connue de la cycloïde ( • ), 



s 
ma— -• 



Cette composante donne par suite, en l'égalant à Texpres- 
sion équivalente — -^= — -7—, 






équation de même formé que l'équation (i') du numéro pré- 
cédent, et dont on tire les mêmes conséquences; ainsi donc. 



(*) Voir, pour une démonstration géométrique de cette propriété, mon Traité 
de CinémaUque pure, Chap. II, § V, p. 60. 



/ > 
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dans le mouvement du point oscillatoire de part et d'autre du 
point /,1a durée de chaque oscillation simple 

V g 

est indépendante de la position initiale du mobile sur la 
courbe, Correspondant à une vitesse nulle, ou encore de 
l'amplitude de Foscillation, ce qui constitue la propriété du 
tautochronisme de la cycloïde ( ' ). 

Concevons que l'on enroule la cycloïde sur un cylindre ver- 
tical de manière à amener la base de cette courbe à coïncider 
avec le périmètre de Tune des sections droites du cylindre, 
La décomposition de l'accélération g s'effectuera dans le plan 
tangent au cylindre de la même manière que ci-dessus, et 
il est clair que la composante tangentielle aura la même va- 
leur que lorsque la courbe était plane, et qu'elle sera ainsi 
proportionnelle à l'arc mf. Donc la transformée de la cycloïde 
est encore tautochrone, et il existe par suite une infinité de 
tautochrones à double courbure. 

La cycloïde est la seule tautochrone plane. En effet, pre- 
nons pour origine le point de la courbe où le mobile m doit 
parvenir dans un temps constant, quel que soit le point mo de 
la courbe d'où il parte sans vitesse initiale, la partie positive 
de Taxe des y étant la portion de la verticale de située au- 
dessus de l'horizontale 0^ menée dans le plan de la courbe; 
on a, en appelant h l'ordonnée du point de départ m^ et s 



(^) Si ^ est le point de départ du mobile, la vitesse en m est sjigbn. Conce- 
vons que le cercle générateur roule sur pq de telle manière qu'il passe con- 
stamment par la position du mobile. La rotation instantanée du cercle autour 
de b est 

>/Tgbk 4 Hg 



bm 



-^i 



2 

en remarquant que bm = qR^/;. La vitesse du centre du cercle est, par suite, 



-\fi'\R- 



d'où un théorème qu'il est facile d'énoncer et qui est dû à M. Chevilliet. 

6. 
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l'arc Om, pour la vitesse en un point quelconque (66), 

(h , j 

d'où, pour la durée du parcours de Tare m.O, 



t- 
Solt 



;_ /'^ ds ^ I r- __ds__ , 

v/'Wa v//*-r /^Jo •^-r 



la relation qui doit exister entre l'ordonnée j^ et Tare 5, il vient 



* dr 






ou, en posant j= /iM, 






Soit maintenant 



il vient 






V^(i — u) u 



Or, ^ devant être indépendant de A, il faut que la dérivée 
de cette expression par rapporta h soit nulle ou que 



X 



,, , . udu 

V/(i — u)u 



ce qui exige que ^' {hu) =0; car autrement, en prenant h 
suffisamment petit, on pourrait faire en sorte que tous les 
éléments de l'intégrale fussent de même signe et l'intégrale 
ne serait pas nulle. 

Ainsi donc ^ [hu) ou ^ [y) est une constante que nous dé- 
signerons par C; on a, par suite, 

?'(r) = C7"^ et s = iCy/}, 
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qui est Téquation d'une cycloïde dont le diamètre du cercle 
générateur est O. 
Soient {^g. 23 ) 

A le centre de courbure de la cycloïde au sommet /; 
hp, hq les deux branches cycloïdales qui constituent sa déve- 
loppée. 

Concevons que Ton fixe en h un fil de longueur A/*= 4 ^ 
terminé par une masse pesante, et que ce fil, écarté de la ver- 
tîcale, soit assujelti, en oscillant, à s'enrouler alternativement 
le long de Apel hq. Le point pesant décrivant la cycloïde p/g, 
on obtient un pendule dont les oscillations ont la même du- 
rée quelle que soit leur amplitude. 

L'idée d'un pareil pendule est due à Huygens, qui désirait 
doter les horloges d'un pendule irréprochable; mais la diffi- 
culté de construction des demi-cycloïdes directrices, les dé- 
formations auxquelles elles sont exposées en raison des va- 
riations de température, rendent cet appareil inapplicable, et 
on le considère uniquement comme une curieuse conception 
théorique. 

71. De la courbe de la plus vite descente ou brachisto- 

chrone, — Le temps - 1/ - employé par l'extrémité d'un pen- 
dule simple de longueur/ pour exécuter une demi-oscillation 

étant inférieure celui 2 i/- (67) que mettrait un point pesant 

à parcourir la corde de l'arc décrit, on a été conduit à se de- 
mander quelle est, parmi toutes les courbes passant par deux 
points A et B, celle sur laquelle un point pesant partant du 
repos en A arrive en B dans le temps le plus court (*). 

Ce problème est maintenant du domaine du calcul des va- 
riations aux traités duquel nous renverrons. Nous nous bor- 
nerons ici à en donner une solution géométrique' par des 
considérations analogues à celles dont s'est servi J.Bernoulli, 
en établissant préalablement les lemmes suivants : 

(*) Ce problème a été posé par Galilcie et résolu pour la première fois en 1696 
par Jean Bernoulli, par des considérations géométriques. 
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Lehme I. — Un arc quelconque ab de la brachistochrone est 
l'arc de la plus vite descente de a en b pour la vitesse acquise 
en a; car, s*il en élail autrement, on pourrait substituer à 
Tare ab celui de la plus vite descente; mais alors la courbe 
considérée ne sérail plus la brachistochrone. 

On peut supposer en particulier que ab se réduit à deux élé- 
ments consécutifs de la courbe. 

Lemme IL— Un point m se meut d'un mouvement uniforme 
avec la vitesse v jusqu'au moment oô, traversant une surface {S), 
elle devient v\ Quel est le chemin que doit parcourir m pour 
aller dans le temps le plus court du point a au point b, la 
droite ab rencontrant la surface ci-dessus P 

Soit J un point de la surface; il est évident que la durée du 
trajet sera moindre pour le parcours des droites AJ et JB que 
pour toute autre trajectoire passant par J. 

Soit I {fig. 24) un point de la section (o-) faite par le plan 



/ 




normal à la surface mené par la corde ab; il est clair que la 
durée du trajet sera moindre en parcourant successivement 
les deux droites al, 16, que deux autres droites issues de a 
et de b, se rencontrant en un point J de ( S) infiniment voisin 
de (o-), et dont I serait, aux quantités près du second ordre, 
la projection sur le plan normal. 

Nous gommes ainsi ramené à déterminer le trajet de plus 
courte durée dans ce plan. 

Soient 

I, l' les angles formés par al eilb avec la norn^ale en I; 
F un point de (o-) infiniment voisin de I; 
K, K' les projections de F et I sur al et bV. 
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Les durées de trajets alb, aVb sont respectivement 

al bl ^ aV hV a\-\K M -f T'K' 



8, 



V 



V 



ety pour que la première soitun minimum, il faut que leur 
différence soit nulle ou que 



V 



I ? 



or 



IK = n'sini, I'K' = n'sin/'; 



la condition cherchée est donc 



sini sinr 



Revenons au problème de la brachistochrone. 
Soient (yîg^. 25) 

Fig. 25. 




X 



\y la verticale du point de départ A; 

A J7 l'horizontale de ce même point comprise dans le plan ver- 
tical passant par A el le point d'arrivée B; 
Az la perpendiculaire en A au plan j;Aj. 

Concevons que Ton divise la courbe en éléments par des 
plans horizontaux équidistants dont Téquidistance soit cly^ et 
soient 

a, l, b trois points consécutifs de la courbe obtenus de cette 
manfère, et dont les distances au plan xAz sont /, / + dy, 
7-t-2rfj; 

V = ^2g7, v' = v^2g'(74- dy) = V -h -7- dj- les vitesses acquises 

ajr 

en a et l; 
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I, l' ru: i -H — rfj les angles que forment la et 16 avec la ver- 
ticale. 

En vertu du lemme I, le mobile partant de a avec la vitesse v 
doit arriver dans le plus bref délai en 6, en prenant la vitesse v' 
lorsqu'il a traversé le plan horizontal défini par l'ordonnée 
y + dyi il faut donc, d'après le lemme II, que a\ et 16 déter- 
minent un plan vertical, et que par suite la courbe soit com- 
prise dans le plan jO^; puis, que 



V v' 

sini ~ sin/'' 



v' V , V 



OU 

-^, ^ -^ --h d -^ > 
sinr suit , sin< 

OU encore, en appelant /x une constante. 






sin/ 



et enfin 



8in.-=Y/^y=y/^ 



en posant 



Soient 






K Tinterseclion de A^ avec la normale en a; 

H Tinterseciion de la tangente avec la verticale de K ; 

/ la projection du point a sur KH. 

On a 

ûK = KH sin/ = v^KH.K/ -^ v/K^H.j, 



d'où 



\Jm 



sin; = i/^' 



par suite 



KH = 2R. 



La brachistochrone est donc la cycloïde décrite par un point 
de la circonférence de rayon R roulant sur kxi le rayon doit 
être déterminé par la condition que la courbe passe par B. 
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Soient [Jig. i5) 

hi la base d'une cycloïde quelconque passant par le point A ; 
N rinterseciion de cette courbe avec la droite AB; 
M celle de kx avec la parallèle BM à NJ. 

La droite AM sera la base de la brachistochrone, car toutes 
les cycloïdes issues du point A et dont les bases sont situées 
sur kx sont semblables, puisqu'elles sont représentées par 
une équation qui ne renferme qu'un seul paramètre. 

72. Pendule à oscillations elliptiques, — Supposons {fig* aa, 
p. 78) que le pendule OB = /, écarté d'un petit angle de la verti- 
cale OA du point de suspension, au lieu d'être abandonné à l'ac- 
tion de la pesanteur, reçoive une vitesse v^ dans une direction 
horizontale perpendiculaire au plan vertical d'écartement; il 
exécutera autour de la verticale de suspension des oscillations 
coniques d'une faible amplitude dont la loi peut être déter- 
minée comme il suit. 

Soient 

C le point de rencontre de la verticale OA avec un plan hori- 
zontal sur lequel le point B se projette en m; 

a l'angle d'écartement supposé assez petit pour que l'on puisse 
en négliger les puissances supérieures à la seconde. 

L'accélération g se décomposera en deux autres, l'une g^sin a 
dirigée suivant la perpendiculaire BT à OB dans le plan BOA, 
et l'autre dirigée suivant BO qui entrera dans la composition 
d'une accélération dirigée suivant la même ligne, mais qui, dé- 
pendant de la loi du mouvement, est une inconnue du pro- 
blème. En raison de la petitesse supposée de a, la projec- 
tion de cette dernière sur le plan mC peut être négligée, et 

l'accélération du point m se réduit à la projection j/wC de ^mT, 

dirigée suivant C et proportionnelle à la distance du mobile à 
ce point. 

La courbe décrite par m est donc une ellipse dont la posi- 
tion initiale m^ est l'un des sommets; la durée du parcours 
total de l'ellipse ou de l'oscillation complète du pendule se 
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déduira du n® 64, en y supposant /x = y ? el Ton trouve ainsi 

n 



Vî 



Ainsi la durée des révolutions coniques et elliptiques exé- 
cutées autour de la verticale de suspension est la même que 
celle de la double oscillation du pendule ordinaire de même 
longueur /. 

Nous ferons remarquer que le résultat de la théorie précé- 
dente ne se trouve pas exactement confirmé par Texpérience, 
surtout pour un pendule d'une faible longueur ou à oscilla- 
tions rapides. On observe, en effet, que le pendule se meut 
comme si son extrémité décrivait une ellipse tournant autour 
de son centre, de la gauche vers la droite, lorsque le mouvement 
pendulaire a lieu dans ce sens pour Tobservateur couché le 
long de la verticale de suspension; nous reconnaîtrons plus 
loin que la différence entre l'observation et celte théorie, qui 
n'est autre encore, sous une forme géométrique, que celle 
qui est exposée dans les Traités de Mécanique rationnelle, 
tient uniquement à ce; que l'approximation adoptée n'est pas 
assez grande; mais, pour aller plus loin, la Géométrie devient 
insuffisante, et il faut avoir recours à l'Analyse. Nous place- 
rons cette recherche dans une autre partie de l'Ouvrage. 

73. Pendule conique. — Cherchons si, après avoir écarté le 
pendule OB de la verticale OC d'un angle de grandeur quel- 
conque a, il n'est pas possible de lui imprimer une vitesse 
horizontale capable de lui faire décrire un cercle horizontal 
sous l'influence de l'accélération g- de la pesanteur. 

Soient 

BD = r le rayon de ce cercle; 
H la longueur OD. 

L'accélération g se décompose en deux autres, Tune dirigée 
suivant OB et qui est détruite par le tll, l'autre suivant BD qui 
doit produire le mouvement circulaire. Or, par une similitude 
de triangles, on reconnaît facilement que cette dernière a pour 
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expression 

r 






el, comme elle doit être égale à — » il en résulte que 

la vitesse angulaire du pointBayantainsi pour express! on i/^< 



9* 
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CHAPITRE YI. 

DE L'ACCÉLÉRATION DANS LE MOUVEMENT D'UN SYSTÈME 

INVARIABLE. 



74. accélération d*un point d'un système invariable qui se 
meut parallèlement à un plan. — Il est visible que Ton est 
ramené à considérer ce mouvement d'une figure plane dans 
son plan. 

Soient [Jig. 26) 

le centre instantané de rotation, à un instant quelconque ; 
ct> la vitesse angulaire correspondante dont nous supposerons 

Fig. 26. 




0' 



le sens de la gauche vers la droite; 
0' la position du centre instantané au bout du temps dt\ 
û)' =r û) 4- rfw la vitesse angulaire correspondante; 
m, m' les positions d'un point de la figure, contemporaines 

de 0,0'; 

rla distance mO; 

TT 00' , , . ^ , 

U = —TT ce que nous pourrons appeler la vitesse du centre 

instantané, 

La rotation &)' peut être considérée comme résultant d'une 
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rotation égale autour de et d'une translation 00'.c.)'= Uwrf/, 
dont le sens et la direction s'obtiendront en supposant que 
la droite qui représente U tourne de 90 degrés en sens inverse 
de ût). 

La vitesse cù' ,0m' n'est autre chose que celle que posséde- 
rait le point m au bout du temps dt, s'il tournait effectivement 
autour du centre supposé fixe, avec la vitesse angulaire va* 
riable o), et se compose aussi de la vitesse oj.Om et des ac- 
célérations élémentaires 

dirigées respectivement suivant mO et la vitesse w. Om. 
II résulte de là que l'accélération <p de m est la résultante 

des accélérations 6)' r, r-i-j wU dirigées respectivement vers 

le point 0, dans le sens de la vitesse instantanée, et suivant la 
direction que prendrait U en tournant autour de de 90 de- 
grés en sens inverse de w; ou encore elle se compose de celle 
qui aurait lieu si la figure tournait effectivement autour de 
son centre instantané supposé fixe, avec sa vitesse angulaire 
instantanée variable, et d'une accélération représentée par la 
vitesse du centre instantané, que l'on aurait fait tourner de 
90 degrés en sens inverse de la rotation, multipliée par w. 

Portons, à partir de 0, suivant la direction de o) U, la lon- 
gueur OA = — ; la projection I du point A sur Om ne possé- 

0) 

dera pas d'accélération normale ou dirigée suivant m, puisque 

U 
la projection sur cette direction de l'accélération w^— est égale 

et opposée à w^OI. Il suit de là que la circonférence décrite 
sur OA comme diamètre est le lieu géométrique des points de 
la figure dont l'accélération normale est nulle, ou pour cha- 
cun desquels le rayon de courbure de la trajectoire est infini, 
ce qui caractérise en général un point d'inflexion, d'où le nom 
de circonférence d'inflexion donné à la circonférence dont 
il s'agit. 
Le point F de Om ne possédera pas d'accélération langen- 
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tielle si 

# Soil K rinierseclion avec la direction de 00' de la perpendi- 
culaire or à m; on a 

OA.Or 
OK=-jj-, 

d'où, en vertu de la relation précédente, 

'dt Ht 

qui est ainsi une longueur déterminée à Tinstant considéré. 

Il suit de là que : i® tous les points de la figure situés sur 
la circonférence décrite sur OK comme diamètre n'ont pas 
d'accélération tangentielle, ou que la vitesse de chacun d'eux 
est un maximum ou un minimum; 2° l'intersection C de cette 
circonférence avec la circonférence d'inflexion ne possède 
pas d'accélération. 

L'accélération du point m résulte des rotations u' et ~ &> au- 
tour de 0' et 0; en les transportant au point C, 11 ne peut en 
résulter aucune translation, car autrement ce point aurait une 
accélération. De sorte que l'accélération de tout point m de la 
figure est la même que si la rotation instantanée variable w 
aidait lieu effectivement autour du point C considéré comme 
fixe, et qui a pour ce motif reçu le nom de centre des accélé- 
rations. 

75. De l'accélération angulaire. — Soient 
OA, OÂ' deux positions consécutives de Taxe instantané d'un 

corps mobile, autour d'un point de ce corps, considéré 

comme fixe (39); 
(ù, (ù-h d(ù les vitesses angulaires correspondantes. 

Prenant OAi= w, OA' = w -h rfo), la rotation autour de OA' 
pourra être considérée comme la résultante de la rotation &) 
autour de OA et d'une rotation égale à AA' autour d'une pa- 
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rallèle à celte dernière droite; cet accroissement géométrique 

relatif au temps dt de la rotation w est ce que Ton appelle 

l'accélération angulaire élémentaire du système à Tinstant 

considéré ; l'accélération angulaire finie est représentée par 

AA' 
la même longueur rapportée à Tunité de temps ou par « = ~j— 

On reconnaîtra, en se reportant aux numéros 40, 47 et 51, que 
les accélérations angulaires simultanées se composent comme 
les accélérations linéaires, et que le déplacement angulaire cor- 
respondant à rélément du temps est égal à la moitié du produit 
de l'accélération angulaire par le carré de cet élément ou 

, dt^ 
a a — • 

2 

A A' 

L'accélération angulaire —j- peut être considérée comme la 

résultante de V accélération angulaire suivant Taxe instan- 

lané —7~ el de V accélération normale à cet axe, comprise dans 

dt 
le plan tangent au cône décrit par OA, &) ^9 t/eétant Tangle 

formé par deux positions consécutives du même axe. 
Si Taxe instantané reste parallèle à lui-même, Taccélération 

angulaire se réduit à Taccélération -r- autour de l'axe instan- 
tané. 

On peut décomposer Taccélération angulaire en trois autres 
suivant trois axes rectangulaires fixes; chaque composante est 
la dérivée par rapport au temps de la composante correspon- 
dante de la rotation instantanée. 

76. Projections de l'accélération linéaire due à l'accéléra- 
tion angulaire sur trois axes rectangulaires, — De l'accéléra- 
tion angulaire résultera, pour chaque point m du mobile, une 
accélération linéaire égale à a multiplié par la distance de m 
à Taxe AA' de cette accélération angulaire. En se reportant aux 
notations du numéro 42, les trois composantes de l'accélération 

r^ r^ r^ dn do dû „ • 

angulaire suivant 0^, Oj, Oz sont ^ j ^> ^ , et 1 on recon 
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naît de la même manière que les composantes cherchées 
sont 

^-r — y, suivant Ox, 

fiq fin 

X -f- — z -j- » Or» 

dt dt -^ ^ 

dn dp ^ 

77. La composante de raccél^ration angulaire suivant un 
axe entratné dans le mouvement du système invariable est la 
dérivée par rapport au temps de la même composante de la 
rotation instantanée. 

Soient (fig. 27) 

Fig. 27. 

B 




OB la droite qui représente, en grandeur et en direction, la 

rotation instantanée; 
OA, OA' les projections de OB sur deux positions consécu- 
tives correspondantes de Taxe mobile. 
L'angle BOA étant égal à BOA', il s'ensuit que OA = OA'; 
si donc/? est la projection de wsurOAou sur OA', pn-dp 
celle de &> -f- tfw sur OA', la composa(!te de l'accélération an- 
gulaire suivant OA' ou OA sera -f-j ce qui est conforme à 
renoncé. 

73. Relations entre les composantes de l'accélération angu- 
laire dans le mouvement d'un système invariable autour d'un 
point fixe, estimées suivant trois axes rectangulaires passant 
par ce point et faisant partie du système, et les composantes 
de la même accélération estimées suivant trois axes fixes rec- 
tangulaires ayant la même origine. 

En se reportant aux notations du n^ hZ, et en opérant de la 
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même manière, on a, d'après le numéro précédeni, 

—- = -7-(coscpcosY-t-sinf Sln^psm0) 

-+- -^ (sinycos^^— cosf sini^ cosô)— -^sinO siIl^^y 

■— = ~ ( cos«p sin\p — sin y cos i^ cos9 ) 

-h --T- (siny sin^^-+-cos<pcos1^cos0) 4- -~ sinôcos>I/, 

dq cb . . ^ dvs • a ^X „ 

-~ = -p sin op sinô 7- cosflp sin -h -f^ cosô. 

dt dt dt ^ dt 

79. L'accélération d*un point d*un système invariable mo^ 
bile autour d' un point fixe se compose : i° de l'accélération 
centripète relative à l'axe instantané; 2° de l'accélération 
due à V accélération angulaire. 

Soient 

OA, OA' deux positions consécutives de l'axe instantané pas- 
sant par le point fixe ; 

m, m' les positions correspondantes d'un point du système; 

r leur distance à OA; 

w, 0) -4- rfo) les vitesses angulaires autour de OA, OA'; 

a l'accélération angulaire; 

a e\ a-\-da les distances de m, m' à la direction de cette accé- 
lération. 

La rotation w-i-rfo) autour de OA' se compose de la rota- 
tion « autour de OA et de la rotation adt\ en d'autres termes, 
en négligeant les quantités du second ordre, la vitesse en m' 
est la résultanlede wrautourde OA et de a{a-hda)dt = (xadt. 
Or la composante wr de la vitesse du point décrivant m' est, 
comme dans le mouvement circulaire uniforme, la résultante 
de la vitesse qu'il possédait en m, et de l'accélération élémen- 
taire (ù^rdt dirigée suivant r de m vers OA. 

D'où il suit que l'accélération du point m se compose de 
deux accélérations a)V, aa, ce qui est conforme à l'énoncé. 

Considérons maintenant un corps dans son mouvement le 
plus général, et supposons qu'on lui imprime une vitesse et 

7 
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une accélération égales et contraires à celles de Tun de ses 
points Oy de manière à réduire ce point au repos. Le système 
tournera alors autour du point 0, comme s'il était fixe; d'où 
Ton déduit que 

L'accélération en chaque point d'un système invariable, 
dans son mouvement le plus général, se compose de l'accélé- 
ration d'un autre point, de l'accélération centripète due à la 
rotation autour de Vaxe instantané passant par ce dernier 
point, et de l'accélération due à l'accélération angulaire. 

80. Projections, sur trois axes rectangulaires fixes ou mo- 

biles avec le système, de l'accélération d'un point quelconque 
de ce système supposé mobile autour de l'origine des coor- 
données. 
Continuons à représenter par n, /?, q les composantes delà ro- 

, r^ r\ r\ dn dp dq 

tation instantanée suivant les axes Ox, Oj, Oz; —tt^ —r- ? -^' 

seront les composantes correspondantes de l'accélération an- 
gulaire. Soient j:,j,z les coordonnées du point considéré. 
Nous avons déjà trouvé pour les composantes relatives à l'ac- 
célération angulaire (76) 

z — r -4- suivant Ox , 

cit fit 

dq dn ^ 

X -Y- — z —r- » Or, 

dt dt ^ ' 

dn dp ^ 

y -, ^ -7- » Oz. 

- dt dt 

Il nous reste à obtenir les composantes de l'accélération 
centripète. 
Soient, à cet effet, 

mP la perpendiculaire abaissée du point m sur l'axe instantané 

de rotation, 
a, (3, y les angles formés par OP avec 0^, 0^% Oz. 

On a 

n n P ^ 

cosa— -, cosp= -) COS7 -- - î 

» ' w w 
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et, d'après un théorème connu, 

OP —07 008 a -i-JCOSP H- ZOOS 7. 

La projection de l'accélération centripète w*.mP sur Ox est 
par suite 

w'[(-ccosa-i-/COsP -r- 3C0S7)C0Sa — x^ = n^x-h npy -^ nqz — w^'or 

.-_= — [p^ -\-q^)x-\- npy-\- nq z. 

Appelant $,, $/,$» les projections de l'accélération to^tale 
^ du point m sur les axes 0:r, Oj, O-z, il vient 

et par analogie 

*^r^x-^-3 ^ - [q^ ^- n')y ^ pqzy^ pnx, 

On trouverait facilement, en partant de là, les accélérations 
normale et tangentielle; mais, les formules auxquelles on se- 
rait conduit ne devant nous être d'aucune utilité, nous ne 
nous y arrêterons pas. 



■j ' 



lOO 
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CHAPITRE VIL 

DU MOUVEMENT RELATIF D UN POINT PAR RAPPORT 
A UN SYSTÈME INVARIABLE MOBILE. 



81. Des accélérations apparentes dans le mouvement rela-- 
tif. — Soient 

(/ et 9 la vitesse et Taccélération à un instant quelconque d'un 
point mobile dont on se propose de trouver le mouvement 
relatif par rapport à un système invariable (S), lui-même 
mobile d'une manière quelconque dans l'espace absolu ; 

c,, ç, la vitesse et Taccélération, dites d* entraînement, que 
posséderait le point a [fig. 28) de l'espace où se trouve 




actuellement le point m, si on le considérait comme faisant 
partie du système (S); 
c- la résultante de v et d'une vitesse -— Vg égale et contraire 

à Ve\ 

Ur la projection de v, sur un plan perpendiculaire à l'axe 

instantané de rotation et de glissement xy\ 
ck) la vitesse angulaire de (S) autour de cet axe. 

Nous arriverons à connaître le mouvement relatif de m par 
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rapporta (S), en déterminant le mouvement absolu qu'il pren- 
drait siy en outre de son propre mouvement, on lui imprimait 
à chaque instant, ainsi qu'à (S), un mouvement commun pré- 
cisément égal et contraire à celui de ce système réduit alors 
au repos. 

En premier lieu, supposons que Ton imprime à m et à 
chacun des points de (S) une vitesse et une accélération pré- 
cisément égales et contraires à Vej 9*9 le point a restera fixe 
dans un milieu ou système invariable que nous désignerons 
par (S') et qui tournera autour d'une droite x'y parallèle 
à xy, avec une vitesse angulaire égale à co et de même sens. 

Le point m, animé de la vitesse Vr = v — i^e^l de l'accélération 

ij/ = 9 — (pe> décrira l'arc ac dans le milieu (S'), et son extré- 
mité c s'obtiendra en portant dans le sens de Vr et de ^ les 
longueurs arf= Crû^^, de = ^^dt^ {&!). Imprimons mainte- 
nant à (S') autour de ^'j' une rotation égale et contraire à w, 
JS') sera ramené au repos, tandîs que l'arc ac aura pris dans 
cette rotation la position ac' pour laquelle son extrémité c 
aura décrit l'élément ce' et la perpendiculaire ci abaissée de 

celle extrémité sur xY^ l'angle c/c' = &)«/; et comme l'arc ac 
est décrit dans le même élément dt du temps avec la vitesse 
relative Vrf on aura, en nommant |3 l'angle de ac ou de sa tan- 
gente ad avec l'axe x' y, 

Cl = v^ sin p dt , ce = 2 w t'^ sm p — = 2 w w^ — • 
Le déplacement cd correspond ainsi à une accélération 
On a donc en définitive, pour l'accélération relative cpr, 



^^=-]f -\- 2Wtt^= (p — Y^ -f-2WM^. 

Ainsi l'accélération relative est la résultante de l'accéléra- 
tion absolue, de l'accélération d' entraînement prise en sens 
contraire, et de l'accélération centrifuge composée 2(0 Ur, dont 
la direction s'obtient en supposant que l'on fasse subir à Ur un 
quart de révolution autour de l'axe instantané en sens con- 
traire de la rotation. 
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On remarquera que l'accélération centrifuge composée est 
perpendiculaire à la direction de la vitesse relative. 

Toutes les formules établies pour le mouvement absolu 
subsistent donc pour le mouvement relatif, pourvu que Ton 
introduise, en outre de Taccéléralion absolue, les accéléra- 
tions apparentes : centrifuge composée et d'entraînement. 

82. Du repos relatif d'un points — application à la gravité. 
—-Il résulte de ce qui précède que pour qu*un point, primiti- 
vement en repos relatif, reste en repos, il faut et il suffit que 
l'accélération dans le mouvement absolu et l'accélération d'en- 
traînement soient égales et de môme sens. 

Considérons en particulier ce qui a lieu lorsque le système 
invariable tourne uniformément autour d'un axe fixe avec la 
vitesse angulaire (ù; Taccéléraiion d'entraînement sera, dans 
ce cas, l'accélération centripète coV, r étant la dislance du 
point mobile à l'axe de rotation. 

La Terre étant animée d'un mouvement de rotation uni-' 
forme, les phénomènes qui s'observent à sa surface doivent 
accuser l'existence d« ce mouvement; mais, comme sa vitesse 

angulaire (ù= -yzr = ^^ ^, =0.000073 est extrêmement faible 

1 00104 

par rapport aux vitesses que l'on considère généralement, 

l'influence de la rotation terrestre n'est sensible que dans un 

petit nombre de faits mis en évidence par des expériences 

exécutées avec un grand soin. 

Si l'on considère le fil à plomb, ce fil, par sa résistance, dé- 
truit la résultante de l'accélération centrifuge et de celle qui 
provient de la tendance des corps à se précipiter vers le centre 
de la Terre. Cette résultante, que nous avons appelée g, et 
dont la direction est celle de la verticale apparente du lieu, 
n'est donc point constante en tous les points de la Terre ; elle 
dépend de la latitude, suivant une certaine loi que nous allons 
chercher à déterminer. 

Soit G la valeur de la gravité au pôle, qui serait la même en 
tous les points de la Terre, sans la rotation diurne, et sans le 
faible défaut de sphéricité du globe terrestre dont nous fe- 
rons abstraction. 
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£n appelant R le rayon terrestre» "k la latitude du lieu» on 
obtient, par la composition des accélérations» la relation 



g= v^G''-hw*R^cosH- aGw^'Rcos'X, 

d'où ' 

G = w' R cos'X -+- y/g^' — T«*R^siîF2X. 

La plus grande valeur de sinaX correspond à X = 45®, et 
l'erreur que l'on serait exposé à commettre, en négligeant le 
second terme sous le radical, serait inférieure à 0,000001 Sg^; 
de sorte que Ton peut prendre simplement 

^ = S-^ — TFr~ cos'X = g-i- o,o3385 cos*>.. 

A la latitude de Paris, où X = 48''5o' i4'', on a g^=: 9,8088; 

par suite 

G = 9,8a34. 

A réquateur, oùX=o, l'accélération centrifuge retranche 
de la valeur de G la quantité o",o3385 ~~ — 9,8088; mais en 
réalité la valeur de g' à l'équateur est un peu moindre que 

098088 ( I ) j à cause du renflement de la Terre; elle 

^ \ 290/ ^ 

suit, en général, d'après des recherches récentes de M. Saigey, 
une loi donnée par la formule 

g = 9, 83 1084 — 0,060067 cos^^. 

83. Relation entre la vitesse relative et les accélérations 
relative et d^entratnement. 
Soient 

Cr, ('•r les valeurs de la vitesse relative à la fin et au com- 
mencement d'un certain intervalle de temps; 

ds l'élément de chemin de la trajectoire apparente, ou rap- 
portée au système (S), et qui est perpendiculaire à l'accé- 
lération centrifuge composée; 

9', 9'^ les projections de cp, <pe sur la direction de ds; 

il vient, en appliquant les principes des n"» 64 et 81, 
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Dans le cas où le système invariable est animé d'un mou- 
vement de rotation uniforme, on a * 

(p^=wV et —lifgfls=j wV^r= •^(/■'— /'î), 

*' ^ fa 



d'où 



or 






S'il s'agit du mouvement relatif par rapport à la Terre d'un 
point uniquement soumis à l'action de la pesanteur, on a tout 
simplement, en appelant h la hauteur de la chute, 

comme dans le mouvement absolu, puisque l'accélération g, 
donnée par l'observation, est la résultante de l'attraction ter- 
restre et de l'accélération d'entraînement prise en sens inverse. 

84. Si un point m est animé de deux mouvements relatifs 
simultanés par rapport à un système invariable (S) mobile^ 
Vaccélération centrifuge composée dans le mouvement résul- 
tant est la résultante des accélérations semblables, qui corres- 
pondent aux mouvements composants. 

Soient {Jig. 29) 

Fi(T. 29. 




i'r, v^ les vitesses des deux mouvements composants à un 

instant donné; 
Vrleur résultante; 
«r, u'^, Ur les projections de ces trois vitesses sur un plan 

perpendiculaire à l'axe instantané de (S); 
m A la parallèle à cet axe menée par le point m; 
(k) la vitesse instantanée de (S)^ 
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Les accélérations centrifuges composées correspondant aux 
vitesses c,, i^^, Vr, étant, à cause du facteur commun aw, pro- 
portionnelles aux longueurs Wr, w^, Ur, le théorème énoncé 
devient évident; car, pour avoir ces accélérations en grandeur 
et en direction, il suffit de concevoir que Ton fasse subir au 
parallélogramme mWrUrw'^ autour de m A un quart de révo- 
lution en sens inverse de &). 

85. Si la rotation instantanée w du système (S) est la résul- 
tante de deux rotations simultanées w', w'', l'accélération cen- 
trifuge composée du point m est la résultante des accélérations 
analogues qui correspondent aux rotations partielles prises 
isolément. 

Soient (Jig. 3o) 

Fig. 3o. 
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mo), mo)', mo^'' les droites qui représentent la rotation instan- 
tanée et ses deux composantes; 

U„ Wr les composantes, perpendiculaire et parallèle au plan 
m&)6)'&)", de la vitesse relative Vr; 

p, p', p" les distances de l'extrémité de la droite qui repré- 
sente W, aux droites mw, /nw', mw". 

D'après ce qui précède, il suffit de démontrer que le théorème 
a lieu pour chacune des composantes Ur, Wr; 

Les accélérations centrifuges composées, correspondant à la 
vitesse Wr, pour les trois rotations ci-dessus, ont respective- 
ment pour expressions i(ùpyi(ù' p', 2 0)"/?", et comme elles sont 
dirigées toutes trois suivant Ur, la première est la résultante 
des deux autres, car, d'après le n" 24, on a 



(tip — b^'p' -+- w"/?*. 
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Les accélérations centrifuges composées, relatives à la vi- 
tesse Ur, étant proportionnelles aux longueurs mtù, mtù'y mo)'^, 
la seconde partie du théorème devient évidente; car^ pour avoir 
ces accélérations en grandeur et en direction, il suffit de 
concevoir que l'on fasse subir, dans le sens voulu autour 
de mlJr, un quart de révolution au parallélogramme m(ù(ù'(ù". 

La généralisation et la réciprocité des deux propriétés pré- 
cédentes des accélérations centrifuges composées sont trop 
évidentes pour qu'il soit nécessaire de nous y arrêter. 

86. Influence de la rotation de la Terre sur la chute des 
graves. — La rotation de la Terre produit sur les corps pesants, 
tombant sans vitesse initiale d'une certaine hauteur, des dé- 
viations assez sensibles, par rapport à la verticale du point de 
départ, pour qu'on puisse les observer directement. 

Pour nous rendre compte de ce phénomène, décomposons 
la rotation w en deux autres, Tune w sinX autour de cette ver- 
ticale, l'autre &) cosX autour d'une parallèle à la méridienne, 
en continuant à désigner par X la latitude du lieu. Soient c^'^, v'^, 
les projections de la vitesse relative i'rdu mobile, correspon- 
dant à la hauteur de chute z, sur le plan horizontal et le plan 
vertical passant par la tangente au parallèle. 

Les composantes de l'accélération centrifuge composée 
sont 

respectivement situées dans les plans horizontal et vertical 
ci-dessus. La première ne produira pas d'effet sensible sur le 
mobile en projection horizontale, car la vitesse c'^, nulle avec w, 
est du même ordre de grandeur que cette quantité; de sorte 
(^ue, si Ton continue à négliger w', il n'y a pas lieu de tenir 
compte de celte accélération. L'accélération aw cosXc'J, ne dif- 
fère de awcosXi'rque d'unequantitédel'prdredewSetdoit être 
considérée, avec la même approximation, comme dirigée sui- 
vant la tangente au parallèle, de même que Ton peut prendre 
ici Cr = gt. 

La projection horizontale du mobile se déplace donc, dans 
le sens du parallèle, de l'occident vers l'orient, en vertu de 
l'accélération aw coslgt, ou avec la vitesse w cosXg/S et l'es- 
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pace parcouru au bout du temps ^ c'est-à-dire la déviation, est 

^ =.j wcos>../% 

ou, en remarquant que l'on peut supposer z =z --gt* au degré 
d'approximation adopté, 

A =r JwCOS^.Z ( j • 

Le mobile décrit ainsi dans le plan vertical, passant par 
la tangente au parallèle, une parabole du degré |. 

Ces considérations théoriques sont vérifiées par l'expérience 
d'une manière très-satisfaisante. M. Reich a déduit en effet, 
d'un très-grand nombre de résultats obtenus en laissant tomber 
un corps dans les mines de Freyberg d'une hauteur de i58"",5, 
pour la déviation dans le sens parallèle, o",o283. Or, la durée 
du jour sidéral étant de 86164% si l'on fait dans les formules 
ci-dessus 

on trouve pour la déviation totale 

A — 0,0276, 

chiffre qui diffère très-peu de la valeur donnée par l'expé- 
rience (•). 



(') On peut arriver directement ainsi qu'il suit à la solution de ce problème, 
sans qu'il soit nécessaire de faire intervenir la théorie des mouvements relatifs. 
Soient {^g- 3i) 

PP' l'axe de rotation de la Terre supposée sphérique , P étant censé le pôle 
nord; 

C son centre; 

(Ai la vitesse angulaire de rotation dirigée de la droite vers la gauche pour l'ob- 
servateur couché suivant PC, en ayant les pieds en C; 

R = PC son rayon ; 

B la position initiale du mobile m dont la verticale 60 rencontre le méridien 
terrestre correspondant en A; 

BA = A la hauteur de la chute ; 

Jt =^ goo — PC A la latitude du lieu ; 



io8 



PRBHifcRE PARTIE. — CBAPITRE TII. 



87. Influence de la rotation de la Terre sur le pendule. — 
Soient 

/ la longueur du pendule; 

p le rayon vecteur, supposé Irès-petîl par rapport à /, mené 

de la projection horizontale du point pesant au pied de la 

verticale de suspension; 
6 Tangle formé par p avec la méridienne; 



AD = R co8J( la perpendiculaire abaissée du [point A sur FF' ou le rayon du 

parallèle passant par ce point; 
BE = (R -t- ^) cos; la dislance de B à FF'. 

Fig. 3i. 




Au bout du temps t compté à partir de l'instant de la chute, le point A a 
parcouru sur son parallèle l'arc AA' = AD.cjf = cjR^cosJi, et le point B est 
venu en B'; mais, en appelant $ l'angle BCB', on a aussi 

AA' = R^, d'où e=^(atcosX. 

Soient, au bout du temps t, 

m^ la projection du mobile sur le plan BGB' ; 

h' y b les intersections avec CB', CB du cercle décrit du point G comme centre 

avec le rayon G;»,; 
F le pied de la perpendiculaire abaissée de m^ sur FF'. 

Les distances, telles que A, que nous pouvons atteindre en hauteur ou en 
profondeur, étant très-petites par rapport à R, l'arc décrit par le rayon GA 
pendant le temps t est lui-même très-petit. On peut donc sans inconvénient 
supposer cos ^ = i , sin ^ = 5 et considérer b* et b comme les projections de m^ 
sur GB', GB, et de même m^ l/, bb' comme des arcs de cercle appartenant au 
parallèle du point iWj de rayon Ym^=. Cm^ cosJl. 

11 est clair que l'écartement m, b' par rapport à GB' est dû à ce que la vitesse 
du point B, c'est-à-dire la vitesse initiale du mobile, est supérieure à celle des 
points de ce rayon les plus rapprochés du centre, de sorte que cet écart est du 
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z la projection de la longueur du pendule sur la verticale; 
P» d«9 ^or les valeurs initiales de p, Q, v^ 



même ordre de grandeur que la différence des chemins parcourus en vertu des 
vitesses de B et A, qui a pour valeur 

û>(BE — AD)f = w(BC cos; — ACcosJl) = wMcosA— 6 h. 

L'angle 'R'Cm^ étant par rapport à BCB'ou d de l'ordre de — peut être négligé 

relativement à ce dernier, et Ton peut, par conséquent, supposer que la direc- 
tion de la pesanteur en B' ou m^ est parallèle à GB'. 

La distance m^ b, dont le mobile s'est éloigné dans le temps t de la droite GB 
considérée comme fixe dans l'espace, est due à la vitesse initiale 

&I.BE = w.BG cosJl 

de ce mobile et à une accélération variable d'une direction opposée, due à la 
pesanteur, et qui est, pour le point m, , 

La vitesse due à cette accélération étant, au bout du temps ty 

oigcosX,tdt = wcosji 5—, 
le chemin parcouru correspondant sera 

— cos A I rat = oig cos à — • 

11 vient donc 

m^b =: &).BCcosJi.f — cii^cosA — • 

D'un autre côté on a 



• 



bb' = ùi.bC cosX.t. 



Si donc on pose A = /«i b'y il vient 



/-» 



(i) A = m fi — bb'-=: o cos Ji.BC.f — ug cosA ~ ; 

or l'espace B^ = B'^', que nous représenterons par z, parcouru par le mobile 
parallèlement à AB, étant dû à la composante ^ cos ^ ou gy on a 

(a) z=^. 

L'élimination de t entre les équations (i) et (2) donne la 'suivante, qui se 
trouve dans le texte, 

A = r w cosJi.z i / — • 
3 \ g 
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On a (83 ) 

Or, en négligeant la quatrième puissance de p, on a 



1 0» 






et de même 



I o' 



par suite 



^o=/--y. 



*A-"«V-7(p5-p^)- 



En projection horizontale, la vitesse Vr a pour composantes 
respectivement dirigées suivant p et la perpendiculaire à cette 

direction v'r — -ttj v"r—p --jt\ d'ailleurs, au degré d'approxi- 

dz 
mation adopté, on. peut négliger la composante verticale -r-'» 

poser par suite 



dt"" ■ ^\it 



*''=:7r2-'-P .-77^' 



et Ton a enfin 



(^) dr^-^^-d?^^^-^'^^'^^^^' 

La composante awi/^cosX de Taccélératton centrifuge com- 
posée, étant sensiblement verticale, n*a qu'une influence in- 
sensible sur le mouvement du pendule en projection horizon- 
tale et peut être négligée. 

La composante de cette accélération, ikùv'^ sinX, perpendi- 
culaire à p, due à la constante de v\. =: -—- de la vitesse esti- 
mée suivant cette dernière direction, a pour expression 

2&)sinX -T" et tend à faire tourner le mobile de Torient vers 
dt 

l'occident ou inversement, selon que dp est positif ou négatif. 
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dû 
Le double de la vitesse aréolaire élani P'-7-> on a (53) 

ri ,fi9 . . dp 



ou 



Si Ton pose 



-r- w sin>/ ~ «p, 



on aura 



(c) -r 9 ~r = o. 

^ ' di ^ di •^ 

d'où, en appelante une constante, 

et comme "^ == 77 — " sinX, Téquation {a) devient, eu égard 

à la valeur de p' "77» ^" négligeant le carré de w et désignant 
par C la constante vjr + 2 w G sin X, 

Or les équations (c) et(rf) sont évidemn.ent celles aux- 
quelles on arriverait, en étudiant le pendule, abstraction faite 
de la rotation de la Terre, C désignant le carré de la vitesse 
initiale; d*oii il suit qu'elles représentent une ellipse (72) dont 
les coordonnées polaires sont p et cp; enfin la relation 
9 = 6 + 0.) sinX./ montre que cette ellipse tourne dans son plan 
autour de la verticale de suspension, du nord vers Test, avec 
la vitesse angulaire &> sin X; ce qui est conforme au résultat 
de l'expérience exécutée au Panthéon par Foucault. 

L'équation (6), par Tintégration, peut se mettre sous la 
forme 
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et Ton voit ainsi que p ne pourra devenir nul ou que le pen* 
dule ne repassera par la verticale que lorsque l'on aura 

l-T-\ = — û) sinX, c'est-à-dire lorsque la rotation initiale im- 
primée au pendule autour de la verticale sera égale et de sens 
contraire à la rotation de la Terre estimée suivant cette di- 
rection. 

Dans le cas de l'expérience de Foucault, où le pendule 
est abandonné à lui-même sans vitesse relative initiale» on 

a ( -T- ) = o ; le pendule ne passe pas par la verticale, et il est 

facile de déterminer son plus petit écart, lequel correspond 
évidemment au petit axe de l'ellipse. 

La durée du parcours de l'ellipse est (72) 



T 



= - \/^i 



et celle d'une révolution de l'ellipse 

9>Tr 9.4' 



o>>siQ^ sinX 
A Paris, où X = 4S*»5o'i4'^, on a t = 32 heures environ (*). 

(^) On a (64), pour déterminer le petit axe b de l'ellipse, 

'v;^-(a="-e).- 

tetf étant mesurés à partir du passage à un sommet du grand axe. Or^ dans le 
cas actuel, /* = j (72), ( ^ ) = wsin A. De sorte qu'en appelant Ô^ la valeur de 6 
correspondant aux sommets du petit axe, on a 

b = ie, = ie,f^ sin ; i /- , d'où ^ = I. 

• Ainsi les 'valeurs minima et maxima de V angle avec la verticale sont entre 
elles comme les durées de Voscillation complète et de la révolution de l'ellipse. Ce 
théorème curieux est dû à M. Chevilliet. 
Dans l'expérience du Panthéon où l'on avait T = i6«, t étant égal à ^ah, 

-- = 7200; 
• ^0 

de sorte que, si ô, = 20, ou a B^^i", 
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On peut déterminer très-simplement, ainsi qu'il suit, en 
employant les coordonnées rectilignes, la nature de la courbe 
décrite, en projection horizontale, par Texlrémilé m du pen- 
dule. Supposons que soit la trace horizontale de la ver- 
ticale Oz de suspension, 0^ la portion de la méridienne dirigée 
vers réquateur, Oj la tangente au parallèle dans le sens de la 
rotation. L'accélération du mobile due à g est, comme nous 

l'avons vu (72), -Om; sa projection surO^est par suitey j:. 

L'accélération centrifuge composée due à «sinX donne sui- 

vant le même axe la composante 2» sinX -^ -, la rotation w cosX 

autour d'une parallèle à la méridienne ne donnant pas de 
composante suivant cet axe, il vient 

d^x Si • ^ (ly 

—rr = —~ X -\- 2wsinA -f- • 
dt^ l dt 

On trouverait de même 

d'^r sr . ^ dx 

dt"- l'^ dt 

Supposons maintenant que l'on rapporte la courbe à deux 
axes mobiles Ox', Oy tournant autour de avec une vitesse 
angulaire égale et contraire à oo sinX, nous aurons, en désignant 
par e une constante, 

X ^ x'cos ( — wsin^.^ -h e) — j'sin ( — wsin^./ -f- s), 
j — j'cos( — wsin)v./ -f- e) -+- j:'sin (— wsin^.f -h s). 

En substituant ces valeurs dans les équations ci-dessus, négli- 
geant le carré de w, on trouve que les équations résultantes 
seront satisfaites quel que soit t en posant 

d^x' gx' 

rfV er' 

ce qui représente bien une ellipse rapportée aux a^es 0^' 

etO/. 

8 
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88. Projections de l'accélération centrifuge composée sur 

trois axes rectangulaires faisant partie du système mobile, ^ 

Équations générales du mouvement relatif d'un point. — Soient 

a, p, y les angles d'inclinaison, sur trois axes coordonnés 

rectangulaires mobiles Ox, Oj, Oz, de la direction de Taxe 

instantané pour laquelle la rotation &) a lieu de la droite vers 

la gauche pour l'observateur couché suivant' cet axe et dont 

les pieds sont en 0. Nous obtiendrons la projection de Taccé- 

iéraiion centrifuge composée sur Ox, en faisant la somme des 

accélérations semblables, auxquelles conduit la considération 

de chacune des trois rotations partielles wcosa, wcosjî, oùcosy 

et des composantes de la vitesse relative estimée suivant les 

trois axes coordonnés. La rotation wcosy autour de Oz donne 

lieu à deux accélérations centrifuges composées parallèles aux 

deux autres axes 0^, Oj, et dont la première est exprimée 

dy 
par — 2û)Cosy -j-» La rotation autour de 0;^ donne de même 

dz 
la composante 20 cos(3 -rj suivant 0^, et il vient, pour la pro- 
jection de l'accélération centrifuge composée sur cet axe, 



X^=2W^C0SP^-C0S7~^ 



) 



On trouverait de même 



o>(^COSa--COsP;^j 



Z^ — 2w ( cOSa 



Soient 



X, Y, Z les composantes parallèles aux axes de l'accélération 
absolue du mobile; 

X„ Y„ Ze les composantes analogues de l'accélération d'entraî- 
nement. 

L'équation du mouvement relatif du point m en projection 
sur 0^ sera 



(,) _. = 2« (^cosp ^ - cosy ^\ + X - X.. 



) 
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Les deux autres équaiîons du mouvemenl du point m se dé- 
duisent de celle dernière par une permutation tournante et 
sont 

(a) _ = a«(^cos7^-cosa-j+Y-Y., 



(3) -1:2 ='^^ (^cosa — - cosp — j -f- Z - Z^. 



d£' 



A chacune de ces équations on peut substituer Tune des 
suivantes, relatives aux aires, et qui s'en déduisent sans diffi- 
culté : 



(4) 



(5) 



r/^r rPv fciz , ^ .1 r/ , , ,,"] 

y~-^ — x-^ = 2t« |^~(jcosp + .rcosa) - - COSy^ (a:^ -f-j^)J 

-i-(X-XJj-(Y~YJ^, 

Z -^ - J -^ -: 2co|^^(3COS7 -l-JCOSp) - - COSa- (/+ 3»)J 

+ (Y-YJz^(Z-ZJj, 
dH 



^z d^x rdy I CL^l f^ iC] 

^ - Z -^,- = 2w|^^(xC0Sa -4- ZCOS7) - -COSP^ (X^ -+- Z^)J 



(6) j ^r 

1 -+-{Z~Z.)x-(X-XJz. 

« 

Enfin on peut prendre, en se reportant au n® 83, pour l'une 
des équalions du mouvement, la suivante :* 

(7) '-^^^ = yi(X^XJr/^ + {Y-YJr(r+(Z-Z.)./3], 

dans laquelle c^oret Vr représentent la vitesse initiale et à un 
instant quelconque, et qui se déduit également sans difficulté 
des équations (1), (2) et (3). 

Les composantes de Taccélération d'entraînement s'obtien- 
nent immédiatement dans le cas d'un mouvement de rotation 
uniforme du système (S) autour d'un axe fixe, et les formules 
ci-dessus devienoent immédiatement applicables. 

Si l'on remarq^ie que l'accélération d'un point m de {S) se 
compose de celle W d'un point déterminé de ce système, ôt g 
de l'accélération de m dans son mouvement relatif autour 

8. 
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de considéré comme fixe, on aura en général, d'après le 
n° 80, 

dq dn ^ 2 

dn dp 

en désignant par H^„ W^, W» les projections de Y sur les trois 
axes mobiles, qui s'exprimeront en fonction des composantes 
suivant trois axes fixes, en employant des formules analogues 
aux formules (i) du n**43. 

89. Formules relatives au mouvement d'un point pesant par 
rapport à la Terre. — Si Ton veut avoir les formules relatives 
au mouvement d*un point pesant par rapport à la Terre, on 
prendra pour partie positive : i** de Taxe des x, la portion de 
la parallèle à la méridienne dirigée vers Téquaieur; 2® de l'axe 
des j, celle de la tangente au parallèle dirigée vers l'orient; 
3® de Taxe de z, celle de la verticale dirigée vers le centre du 
globe. 

Cela étant, on a 

et les formules (i), (2), ( 3) deviennent 

/ . d^x . dy 

{a) _^^^«Sin>^, 

fL\ ^'^ f . .dœ . dz\ 

Ces formules sont notamment applicables au problème de la 

chute des graves résolu plus haut par approximation, et plus 

^ généralement au mouvement d'un projectile lancé avec une 

vitesse relative initiale V, dont nous appellerons V„ V^, V.les 
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composantes parallèles aux axes. Ces formules sont inté- 
grablesy quelle quie soit la grandeur de la vitesse angulaire on. 
En effets si Ton place l'origine des coordonnées à la position 
initiale du mobile^ les équations {a), (c) donnent immédiate- 
ment 

(a') -^- -- - 2w sin V -+- V,, 

dz 
(C) — - awcos>/-Hg^/-r-V,. 

En éliminant x entre ces deux relations et intégrant, il vient 

(d) xcos> -h zsin\= (V^cos>>H-VjSin>); -+--g'sin>/\ 

Si Ton porte les valeurs (a')> (<?') dans (fr), on trouve 
fi^r , ,r (V,sinX — V^cos).) /?^^cos>1 

dont l'intégrale générale est 

(V^sin> — V^cos>) fi'cos^ ., . .. 

2 W 2 W 

dans laquelle M et N sont des constantes qui se déterminent 
par les conditions ^ 

dy ,r 

^ ' de 

pour / r:^ o, ce qui donne 

j^ ^ (V^sinX — V,cos>) 

2&) 



d'où 









M 


::rr 


V. 


2&» 


1 




2C0 


V, 


sinX- 


-V, 


cos>, 

f 1 




mi 


iO.Mt\ -l- 1 



2C0 



/ X /tt ffC0S>\sin2w^ etcosl 
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Les formules {a') et {d) donnent enOn 

-. . . rV,sin> — V^cos> /^ sinaw/X 

,, £t^ . rv 8in> — V.cos> / sin^w^X 

* 2 L 2W \ 2W / 






—A^r-^- )(i — cosawr) — ^— 



Dans le cas d'une vitesse angulaire très-petite comme celle 
de la Terre y on peut négliger, pour une durée qui ne dépasse 
pas certaines limites, le carré de co, et Ton a 



X 



y,t 



(V^sin> — V,cos>) w/' — -wcosXjg'r^ 



= V^/ — wsin^V^r', 



z — 



V.' 



cr/3 

h wcos).V^/*. 

2 ^ 



Si Ton suppose V^ = 0, V,= o, V^ — o, on retrouve les résul- 
tats trouvés plus haut relatifs à la chute des graves ('). 



( ' ) Interprétation géométrique de la trajectoire apparente d'un point pesant 
dans le vid^, en tenant compte de la rotation de la Terre, — Soient {fig' 32) 



Fig. 3-2. 




le centre de la Terre supposée sphérique; 
Oz Taxe de rotation; 

Ox la perpendiculaire à Oz dans le plan méridien passant par un point déter- 
miné m, de la trajectoire; 
Ojr la perpendiculaire en au plan zOx; 
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90. Du mouvement relatif d*un point pesant sur une courbe 
comprise dans un plan vertical et tournant d'un mouvement 
uniforme autour d'un point de ce plan. — Cas de la ligne 
droite, — Soient [fig. SB») 

Fig. 33. 




O le centre de rotation ; 

<ù la vitesse angulaire constante correspondante, qui est censée 

avoir lieu de la droite vers la gauche ; 
Oz la verticale de ce point; 



n la projection sur le plan de l'équateur jrOjn d'une position quelconque m 
du mobile; 

jc, j, z les coordonnées de m parallèles à Go:, O^, Oz j 

<a la rotation constante de (S) autour de Oz, dont le sens est supposé de la 
• droite Ters la gauche pour l'obserTateur couché suivant l'axe ayant les pieds 
en 0; 

i l'angle m„Oz formé par le rayon m^O avec Oz, considéré comme très-sen- 
siblement égal à celui que forme avec le même, axe le rayon mO correspon- 
dant à une position quelconque m du mobile pour l'étendue de l'arc m^m 
parcouru. 

Supposons d'abord que g représente l'accélération absolue due à l'attraction 
de la Terre considérée comme une sphère composée de couches concentriques 
homogènes. L'accélération centrifuge donne les composantes 

u*x suivant Oo:, 

l'accélération centrifuge composée, les suivantes : 

dr . _ 

— 2w-^ suivant Ox\ 
dt 



2u 



dx 
dt 



O.v; 
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Oâ = R la longueur de la perpendiculaire abaissée du point O 

sur la direction de la droite donnée ÂB; 
kg la verticale du point Â; 
m la position du mobile au bout du temps t; 
s la distance Â/n. 



il vient donc 



d^a- dr 

-77- = — fl'sinJ -4- û)*x — 2ùi — » 
dt* ^ • at 



d^r 
dt^ 


=■ 


ùi*jr 


-+- ICù 


dr 
dt' 


d*z 




-8 


COS^y 





ou 

/ d^x ^ dy 

d^X dx 

(I) \ ^,T-^«5-=-V', 

d^z 

Ces équations ont pour intégrales 

8În<y . , N «. 

X — g — — = Xcos{ùiC-^ a)-+-Br cos(û)f -f- /3), 

0) 

a) < ^ = Asin(û)f-f- a)H- Bf sin(w< -+-/3), 

1 « = — fl^cos^ — hC^h-D, 

A, B, C, D, a, /3 étant six constantes que Ton déterminera par la condition que 
pour ^ = o, ou pour le point m, , on ait 

X = X^ r = o» -^ = «0» 

dx dy dz 

y _ «^ y y 

dt «» </f r' dt »• 

Les formules (2) ne représentent pas évidemment une parabole du second 
degré comprise dans un plan tournant autour de Taxe O' z' parallèle à Oz» 

distant de ce dernier de 00' = g — r- ? comme cela devait être suivant Bour, 

dans son remarquable Mémoire Sur les mouvements relatifs. 

Supposons maintenant que g soit l'accélération apparente de la pesanteur, 
ou la résultante de l'accélération absolue et de l'accélération centrifuge. Pour 
le lieu considéré, cette résultante pourra être regardée comme constante en 
grandeur et en direction, et O sera le point où sa direction rencontre l'axe de 
rotation Oz. 

Les formules dont nous devrons faire usage ne seront autres que les équa- 
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Si nous supposons que le mouvement ait lieu de B vers A, 

raccélération relative sera — -j— • 

dP 

On a d'autre part 

e étant la valeur initiale de Tangle que forme OÂ avec Oz. 
Mais 

BXg = ÔA/o' — OAB = î8o° — wr — E — 90° :^ 90°— w/ — e, 



tioDs (i), dans lesquelles nous négligerons les termes (a*x, w^» ©t 'ïoiis aurons 

d*jr dr 



-,- -1- î « 37 = — sf sin J, 



,, , d^jr dx 

(') \ lûF - "^ lï = °^ 

d'z 

— = -gcosS, 

équations dont les intégrales sont 

j: ■= A CO8 ( a 6j f -+- a ) -+- B, 

•1 sinj.f 4 . , , ^ n 

J ^'=^-^^---T-Asin(2wf-+-a)-f-C, 

z = — ff ces s — t- D r -f- E. 

On déterminera les constantes A, B, G, D, E, a de la même manière que ci- 
dessus. 

Posons 

/ x, = A cos(2wf -+- a), 

^, :_= A sin ( 2 w r -4- a ), 



(5) 



) ." n 

f z^— — g ces tf h D f ; 



*i» r»» ^1 seront les coordonnées du mobile par rapport à trois axes parallèles 
tox premiers et dont Porigine 0^ a pour coordonnées 

_ „ sinj'.f _ 

a: = B, jr-^C-g^^^^, z^E. 

Le système de ces trois derniers axes est ainsi animé d'un mouvement detrans- 

. ^ sin <y 
Ution rectiligne uniforme parallèle à Oj-, avec la vitesse • 

les deux premières équations (5 ) montrent que la projection du mobile sur 
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d*oii il suit que la composante dé raccélération de la pesanteur 
dans le sens du mouvement est 

— gs\n{(tit -4- e). 

L'accélération centrifuge w^Om, estimée suivant BA, a pour 
valeur 

11 n*y a pas lieu de tenir comple de l'accélération centrifuge 
composée qui est perpendiculaire à AB. On a donc 



(i) —,-^gsm{oyt-^B)-h^'s, 

équation dont Tintégrale générale est 

(2) s ^ ~ sin(w^-Hg) -î-M^-'-'-f-Nc-*-', 

M et N étant des constantes arbitraires que Ton détermine 
par les conditions initiales du mouvement, savoir : 

, = .v. el ".= -('^)^ 
pour t =zo; d'où 

M -- -\ s. îî. -h -^. (coss -i- sine) h 

N — - .Vo-H — ^ (coss — sins) • 

2L w '^^ J 

Pour obtenir la valeur de t, correspondant au moment oii le 



le plan ix:^O^J'^ est un point situé à une distance constante A de 0, et sur un 
rayon qui, en projection sur le plan xOXt tourne relativement au mouvement 
de (S), avec. la vitesse angulaire ao), de sens contraire à celle de Ox, c'est- 
à-dire avec la vitesse anjjulaire — u dans l'espace absolu. 

On peut donc dire que la trajectoire relative du mobile peut être considérée 
comme le résultat d'un mouvement rectili{;ne uniformément varié, parallèle h 
l'axe de (S), dans un plan tournant avec une vitesse an(][ulaire égale et contraire 
à celle de ce système autour d'une parallèle à ce dernier axe, elle-même animée 
d'un mouvement de translation uniforme per{>endiculaire au méridien du lieu. 
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mobile, arrivant à une vitesse nulle, est sur le point de re- 
venir sur ses pas, il suffit de résoudre l'équation 

(4) -^cos(w/H-s)— M^*"-hNe-'-' = o. 

C(zs général. — Soient {fig. 33) 

Oz la verticale du centre de rotation; 

mi la position du mobile sur la courbe mi.\; 

Ox une droite fixée invariablement à la courbe; 

T le point où la tangente en /n, rencontre Ox; 

1 le point d'intersection de la verticale du point m, avec Ox; 

r=: 0/iî,, 6 = xOmi les coordonnées polaires du point m,; 

U l'angle Om,T formé par la tangente et le rayon vecteur; 

s l'arc A m,; 

— -r: la vitesse en /w,, le mouvement relatif étant censé avoir 
al 

lieu de m, vers A. 

L'accélération tangentielle relative sera — -rr- 

aP 

L'angle zOx est de la forme co^ -+- y, y étant une constante 

qui représente l'écart initial de 0:r par rapport hOz. 

On a 

1//I J = U — Ow, I = U — zO w, = U - w/ — 7 H- 0. 

L'accélération g de la pesanteur donnera donc la compo- 
sante 

--^cos(U — w/ — 7 -H0), 

suivant /w,T; la composante de l'accélération centrifuge estimée 
delà même manière étant — w'rcosU, il vient 

(i) -jy =g^cos(U — w/ — 7-t- 6) -+- wVcosU, 

avec les relations connues 

(tanguer ^5, 



ds — 1 / I -*- r" -7-2 dr =- — 

Y f^f cosU 



dB 

— r 



sinU 
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Les variables ne se sépareront dans l'équation (i)que lorsque 

Ton aura 

U-f-ô~7r=c, 

C étant une constante, ce qui caractérise la ligne droite, cas 
particulier dont nous avons obtenu plus haut la solution. Dans 
tous les autres cas, y compris celui où la courbe est un arc 
de cercle, l'intégration paraît impossible. 
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CHAPITRE VIII. 

PROPRIÉTÉS GÉOMÉTRIQUES DU MOUVEMENT RELATIF 
D'UN SOLIDE t>AR RAPPORT A UN MILIEU MOBILE. 



91. L'accélération angulaire apparente d'un solide dans 
son mom^ement relatif par rapport à un milieu mobile (S) se 
compose : i^ de l'accélération angulaire absolue ; 2® de V accé- 
lération angulaire d' entraînement prise en sens contraire; 
3° d'une accélération angulaire égale et de sens contraire à 
la vitesse de rotation d' entraînement de l'extrémité de la 
droite menée par un point de l'axe instantané de (S), qui 
représente la rotation absolue ou relative du solide'. 

Nous donnerons, pour abréger, le nom é* accélération an- 
gulaire composée à celle dernière accéléralion. 

On peul considérer le mouvemenl absolu de (S) ei du 
corps M comme se composant chacun d'une iranslalion ei 
d'une rotation dont Taxe passe constamment par un même 
point fixe dans l'espace absolu.» 

Le mouvement relatif de M ne sera pas altéré en imprimant 
à ce corps, ainsi qu'à (S), une translation égale et contraire à 
celle de ce milieu ; ce qui revient à supposerque (S) est assu- 
jetti à tourner autour du point fixe 0. 

Par cette hypothèse, la rotation instantanée de M n'est pas 
changée, sa translation seule est modifiée; mais nous n'avons 
pas à nous en occuper. 

Soient {Jlg. 34) OA, OB les axes instantanés de (S) et de M 
dans l'espace absolu, et supposons que les rotations corres- 
pondantes c^a» ong aient lieu de la gauche vers la droite pour l'ob- 
servateur couché successivement suivant OA ei OB, en ayant 



iiG 



PREMIÈRE PARTIE. — CHAPITRE VIII. 



les pieds en 0. Je porte sur les directions de ces droites les 
longueurs 0A = w^, OB^o)»; au bout du temps dt, OA etOB 
auront varié en grandeur et en direction et seront représen- 
tées par OA' et OB'. Les accélérations angulaires Xe, aa de (S) 

AA' BB' 
et de M seront représentées par -7--? -7-, c'est-à-dire par 

les vitesses des points A et B dans l'espace. 



Fig. 3^ 



B B' 




La rotation relative « s'obtiendra en traçant la diagonale OC 
du parallélogramme construit sur 0B=: Wa et sur la longueur 
OAi = a), = OA portée sur la direction OA, de l'autre côté du 
point 0, et qui représente la rotation 00, changée de signe ou 
de sens. 

L'accélération angulaire apparente sera la vitesse relative du 
point C par rapport au milieu (S). Soit OC la diagonale du 
parallélogramme construit suf OB, et la longueur OA'j, égale 

ce 

et de sens contraire à OA'; -Tr-estla vitesse absoluedu point C, 

et évidemment la résultante de -rr^ -^--7 ou de «« et — a«. 

at dt 

L'accélération apparente se composera donc de «« et —a,, 
et d'une troisième accélération angulaire égale et contraire à la 
vitesse d'entraînement du point C. 

Soient .... 

BK, CJ les perpendiculaires abaissées des points B et C sur OA; 
do à les angles AOB, AOC ; 
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on a 

CJ = BK := w sin ^ — w^ sin $^^ , 

et raccéléralion angulaire composée a pour expression 

w^ w sin ^ ou w^ &) sin $„ , 

ce qu'il fallait établir. 

92. Si la rotation d 'entraînement et la rotation relative 
ou absolue du corps sont les résultantes de plusieurs autres, 
V accélération angulaire composée est la résultante de celles 
auxquelles on est conduit, en considérant successivement 
chacune des composantes de la rotation d* entraînement avec 
chaque composante de la rotation absolue ou relative du 
corps, 

i® Supposons que la rotation relative w se compose de deux 
autres w', w", dont nous représenterons les projections, sur un 
plan perpendiculaire à w„ par û', û", la lettre û représentant 
la projection de w sur ce plan. 

Les accélérations angulaires composées w, û, Weû'^jWeQ" 
correspondant à w, w', w" sont proportionnelles et perpendi- 
culaires à Q.,QJ, û'^* d*un autre côté Q. est la diagonale du 
parallélogramme construit sur £2', H". Si donc on fait tourner 
ce parallélogramme de 270 degrés dans le sens de w^, ses côtés 
el sa diagonale représenteront respectivement en grandeur et 
en direction les accélérations angulaires composées corres- 
pondant aux rotations o), a)', cù", et le théorème est démontré 
dans le cas particulier que nous considérons. On retendra sans 
peine au cas où w se composerait <i'un nombre quelconque 
de rotations. On arriverait au même résultai en considérant 
la rotation absolue. 

2® Supposons maintenant que la rotation d'entraînement se 
compose de deux autres, w^ , w^ , dont les projections sur un 
plan perpendiculaire à Taxe instantané du corps dans son 
mouvement absolu ou relatif soient û^ , û*, la projection 
analogue de o), étant ûe. f-es accélérations angulaires compo^ 
sées wl2,, wiig, w,û" correspondant à &),, w'^, w* étant propor- 
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lionnelles el perpendiculaires aux droites qui représentent 
ûe> û'e» ^e> dont la première est la résultante de deux autres, 
la démonstration s'achèvera comme tout à l'heure et s'éten- 
dra à un nombre quelconque de composantes de la vitesse 
angulaire d'entraînement. 

On déduira sans difficulté, des deux cas particuliers que nous 
venons d'examiner, la généralisation du théorème énoncé. 

93. Relations analytiques entre les accélérations angulaires 
relative^ d' entraînement et absolue du corps assujetti à tourner 
autour d'un point fixe dans le milieu mobile. 

Soient 

Ox, j, Oz trois axes rectangulaires passant par le point rela- 
tivement ^\\Q et entraînés dans le mouvement du corps; 

«a» Pay Ça les composautcs, parallèles à ces axes, de la rotation 
absolue ooa; 

^ey p«y qe et w, p, q les composantes analogues de la rotation 
d'entraînement We et de la rotation relative co; 

Xxy cV, X% les composantes, parallèles à ces axes, de l'accélé- 
ration angulaire d'entraînement. 

Les xîomposantes des accélérations angulaires relatives et 
absolues suivant les axes Ox^ Oj, Oz ont respectivement 
pour valeurs (77) 

dn dp dq^ dn„ dp^ dq^ 



î -/r > -17 cl; —rr > 



dt dt dt dt dt dt 

Pour estimer la composante suivant Qx de l'accélération 
angulaire composée co», sin(w, w,), nous appliquerons le 
théorème du numéro précédent. On reconnaîtra sans difficulté 
que les rotations d'entraînement n,, p, donnent seules des 
accélérations angulaires composées dirigées suivant 0^ et qui 
ont pour valeurs respectives —p^q et q^,p\ on a, par suite, 

dn dn. . 

d'où 

dn dn 
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et de même 

fip„ dp - 
dt dt r le e^i 

dq„ dq 

En général X,, X^, X,, n,,/?«, qt seront donnés par les pro- 
jections de X et û), sur trois axes rectangulaires OX, OY, OZ 
fixes dans le milieu (S) et que Ton peut supposer menés par le 
point 0; soient Ve, cj„ x« les composantes de la rotation d'en- 
traînement suivant ces trois axes; les composantes de Taccé- 

w . , . , dVe dWe dye 

lération angulaire correspondantes seront -7^-5 -^-? -fr^ et 

les formules de transformation des n®* W et 78 donnent, pour 
les relations cherchées, 

//^ - v^(coscpcos^!^-i-sincpsin^['Cosô) 
-1- crJsin<pcos4' — cos<jp sin^* cosô) — x^sin © sin ^J/ ^ 

p^ - v^ ( cos <p cos^p — sin <p ces ^ ces ô) 

-f- w^( sin <p sin 4*4-008 ipcos^p cosÔ) r- x^sinGcos-J^, 

q^ — v^ sin<p sinô — or^cos cpsinô -h /^cosô, 



oK>^ = -7^(coscpcos4' -r- sin cp sin ^[^ cosô) 

-f--T-?(sin<jpcos4 — cos <p sin ^p cosô) — —^ sin ô sin ^J> , 



^\,^ __: _£ (cos y cos^j/ — sin <p sin ^^ cos ô ) 

-t- -7-^ (sin y sin ip -f- cos y cos 4^ cosô) -ï- — sinôcosy, 



l,^ ^ -^ sm<p smô -~ cos<psinG i -^- cosô. 



e-v 
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On a d'ailleurs, d'après le n*» 43, 

n — r cos -^ — ^ sm ^l' = -r cos^v r-smôcos^P 

at at 

/? = r sin '^^ -t- s cos^p = — sin ip h- -^ 8m^cos^^ 
r/xp d*f .- 



!»»»■■■ 



DEUXIÈME PARTIE. 

DU MOUVEMENT DES SYSTÈMES MATÉRIELS 

ET DE SES CAUSES. 



CHAPITRE PREMIER. 

DES FORCES APPLIQUÉES A UN POINT MATÉRIEL. 



1. Généralités. Principes de V inertie, — Les phénomènes 
du mouvement, tels qu'ils frappent les yeux de l'observateur, 
sont généralement complexes; et, pour établir la dépendance 
qu'ils ont entre eux, on est obligé, comme dans les différentes 
branches de la Physique, de poser un premier principe élé- 
mentaire auquel on a été conduit par des déductions philoso- 
phiques et métaphysiques, en observant le mouvement des 
corps dans les cas les plus simples. L'exactitude de ce prin- 
cipe et sa généralisation ont dû être vérifiées ultérieurement 
par l'identité des résultats auxquels il a conduit, dans des 
circonstances variées, avec ceux de l'expérience. 

A cet effet, on suppose d'abord un corps réduit à des di- 
mensions extrêmement petites, conception théorique qui 
n'est d'ailleurs qu'une conséquence de la propriété que pos- 
sèdent les corps de pouvoir se diviser en parties très-petites 
qui, arrivées à leur limite de petitesse, constituent ce que l'on 
appelle des molécules. 

Nous considérerons donc, par la pensée, une molécule com- 
plètement isolée, et, comme ses dimensions sont très-petites 
par rapport à celles que nous avons l'habitude de comparer 
entre elles, nous pourrons en faire abstraction, ou regarder 

9- 
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celle molécule comme un véritable point malhémalique, loul 
en lui conservant les propriétés connues de la matière. 
* C'est ainsi que nous arrivons à donner le nom de points ma- 
tériels aux derniers éléments de la matière. 

Cela posé, le principe élémentaire qui forme la base de la 
Dynamique peut s'énoncer ainsi : 

Un point matériel supposé isolé et libre ne peut ni se mettre 
en mouvement, s'il est en repos, ni changer de vitesse en gran- 
deur et en direction, s'il est en mouvement , sans l'intervention 
d'une cause nommée force. 

Cette propriété, étendue aux corps tels que les présente la 
nature, constitue ce que Ton nomme Y inertie de la matière. 

2. Des forces comparées à leurs effets, — Le principe de 
l'inertie ne fait qu'établir l'existence de la force ; il n'en définit 
ni la nature ni le mode de représentation géométrique. 

S'il ne nous est pas permis de remonter à l'essence même 
des choses, aux véritables causes des phénomènes, nous pou- 
vons concevoir qu'il soit possible d'éluder les difficultés qui 
se présentent sous ce rapport , en substituant aux causes 
réelles inconnues d'autres causes fictives capables de produire 
identiquement les mêmes effets, et définies par ces effets 
mêmes; c'est ce que l'on fait en Mécanique. 

En désignant par v et par cp la vitesse et l'accélération, au 
bout du temps t, du point mobile m, sollicité par la force F, la 
vitesse se composera, au bout du temps t + dl, de la vitesse v 
et de l'accélération élémentaire <p rf/, qui serait nulle si le mo- 
bile n'était sollicité par aucune force ; d'où il suit que l'eflfet 
produit par F dans le temps dt est cp dt. 

Le moyen le plus simple de se faire une idée d'une cause 
est de la supposer proportionnelle à l'effet produit, toutes 
choses égales d'ailleurs. On est ainsi conduit à poser la propor- 
tion 

F f»fh. œ 

dans laquelle F' est Vintensité d'une autre force et <p' l'accé- 
lération qu'elle produirait isolément sur le point m lorsqu'il 
possède la vitesse v. 
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ne doit donc dépendre que de la vitesse v; mais Tobservalion 
des faits a conduit à admettre qu'il en est indépendant ou qu'il 
est constant, ce qui revient à dire : L'effet produit par une 
force est indépendant de la vitesse du point matériel sur 
lequel elle s'exerce^ énoncé qui constitue un second principe 
élémentaire formant le complément de celui de Tinertie. 

On est convenu de représenter géométriquement une force 
par une longueur rectiligne partant du point où elle est ap- 
pliquée, proportionnelle à son intensité, en prenant pour unité 
rintensité d'une certaine force. La direction et le sens de la 
droite qui représente une force sont ceux des éléments ana- 
logues relatifs à l'accélération correspondante. 

Il résulte, de la définition ci-dessus des forces, qu'une force 
est constante en grandeur et en direction s'il en est de même 
de son accélération. Si donc on applique (par extension de 
principe) les lois relatives à la chute des graves sous de faibles 
hauteurs comparées au rayon terrestre, à un seul point matériel, 
on voit que ce point est sollicité par une force d'intensité 
constante, et dont la direction est celle de la verticale du lieu. 
Cette force due à la pesanteur est ce que nous appellerons le 
poids du point matériel. 

3. De la masse d'un point matériel, — Soient 
p le poids d'un point matériel en un lieu déterminé; 
g l'accélération correspondante de la gravité; 
m le rapport constant entre une force quelconque et l'accélé- 
ration qu'elle produirait sur ce point. 

On a 

F _ F ' _ ^ _ 

d'où 

F = /w -î^, p = mg. 

Le rapport m est ce que l'on nomme la masse du point ma- 
tériel. Les effets variés produits par la même force sur diffé- 
rents corps ne peuvent s'expliquer qu'en admettant qu'il 
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existe des points matériels de masses différentes; Si donc on 
désigne par m, la masse d'un point matériel auquel la force F» 

imprimerait Taccélération 91, on aura 

< 

Fi = '". Tp 

d'où 

F _ /7/<p 

Donc : 1° Des forces appliquées à différents points matériels 
libres sont proportionnelles aux produits des masses par les 
accélérations correspondantes, 

1^ Deux forces qui impriment à deux points matériels 
une même accélération sont proportionnelles aux masses de 
ces points, 

A un point de vue général, on devra considérer les focces 
comme variables, en grandeur el en direction, avec le temps 
ou la position de leurs points d'application, 

La nature nous offre en eflfei plusieurs exemples de forces 
semblables, parmi lesquelles nous citerons la force qui produit 
le mouvement elliptique de chaque planète autour du Soleil, 
en considérant avec une première approximation la planète 
comme un simple point matériel en raison de la petitesse de 
ses dimensions par rapport à sa distance moyenne au Soleil. 

4. De l'action simultanée de plusieurs forces. — En consi- 
dérant Taccélération d'un point matériel comme la résultante 
de plusieurs autres, la force qui la produit est la résultante 
géométrique des forces qui donneraient lieu aux accélérations 
composantes en agissant isolément sur le point matériel; cela 
revient à admettre que l'effet produit est le même que si en 
réalité les dernières forces agissaient simultanément sur le 
mobile en lieu et place de la force unique correspondant à 
l'accélération, ce qui constitue un autre principe élémentaire, 
\e principe de l'indépendance de Inaction des forces, d'après le- 
quel les forces se composeront ou se décomposeront comme 
les vitesses et les accélérations, et jouiront par suite des mêmes 
propriétés que ces dernières, en projection sur une droite ou 
un plan. 

Il suit de là que : 1® Deux forces sont égales lorsque, en agis- 
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sant' simultanément suivant la même droite, mais en sens 
inveurse> SAir* un ipoint. matériel elles neiui impriment aucune: 
a€céléralion> et fon dit.sdorsque les :deux forces se fontéqul- 
libre sun le point matérieh 

2P Une force est rfaMfrte-oui^r/pted'uneautre lorsquB^.enslà; 
supposant appliquée à un point matériel, il faïut, pour qu'iellfii: 
U'influeen rien sur 16 mouvement i de ce: point, ,lui:apçiliqaan 
dansiune direction!aiiposéejdeuxforces:oulrQi& forces éf^lf^i 
àiU.seconde^ 

On* dit eai général que des forces se font équilibre'' saniWL 
point matériel quand elles ne lui impriment.auoune accéiér» 
tdâ,ïon, ouiqu'elles.ne: modifient. pas: son état de. repos-ou>de 
mouvement^ OUI bien encore îlorsqujclles se neutralisenli^m 
ayant I une. résultante nulle.. 

On voit ainsi que,, si pjusieursrforces appliquées à un.méiim 
peint se font, équilibre. Tune- quelconque d'entre elles: est: 
égale et opposée à la résultante des autres^. et que par coiis.é- 
quent troisforces non .situées dans un même plan nepeuvcni! 
pas se faire équilibre. 

5. Objet delà Mécanique relativement au point matériel, 
— D*àprès la définition admise pour les forces, l'objet de la 
Mécanique restreinte au cas du point matériel se réduit à la 
solution dès deux problèmes suivants : 

I** Connaissant la loi suivant laquelle varie en grandeur et 
en direction la résultante des forces qui sollicitent un point 
matériel; détermincF sa vitesse et ses coordonnées à chaque 
instant ainsi que la nature de sa trajectoire. 

2** Réciproquement, connaissant la nature de la trajectoire 
décrite et la loi des chemins parcourus en fonction du temps, 
déterminer la loi que suit la résultante dès forces qui solli- 
citent le mobile. 

Ce dernier problème ne présente aucune difficulté et ne 
dépend que du Calcul différentiel ; mais le précédent rentre 
dtns ledomainejdu Calcul'intégral, dont'il dépasse souvent les 
limites, connues^ 

Nous nous bornerons^ .quant à présent, , à-cfiSisimples obsw!»- 
valions^ qui sont éclaircies plus-tard par des. exemples. 
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6. Des forces tangent telle et centripète, — Considérons 
un point mobile sollicité par une seule force qui sera, si Ton 
veut, la résultante de celles qui lui sont appliquées, s'il y en a 
plusieurs. Comme les forces sont proportionnelles aux accé- 
lérations qu'elles impriment à un même point matériel, on peut 
considérer la force ci-dessus comme la résultante de deux 
autres (I" Partie, n° 49) : Tune tangentielle à la trajectoire et 
dirigée dans le sens du mouvement, égale au produit de la 
masse par la dérivée de la vitesse par rapport au temps; l'autre 
dirigée vers le centre de courbure et appelée pour ce motif 
force centripète. 

Cette dernière a pour mesure le produit de la masse pîlr le 
rapport du carré de la vitesse au rayon de courbure. 

Quant à Taccélération totale, elle est égale au rapport du 
produit de la masse par le carré de la vitesse, à la moitié de 
la corde qu'intercepte sa direction dans le cercle osculateur. 

La composante tangentielle n'a pour effet que de faire varier 
la vitesse avec le temps, tandis que la force centripète ne 
détermine que la courbure de la trajectoire. 

7. Principe de l'égalité entre l'action et la réaction, — 
Ce principe élémentaire, dû à Newton, consiste dans l'énoncé 
suivant : 

Si deux points matériels m, m' exercent Vun sur l'autre 
une certaine action, cette action est dirigée suivant la droite 
qui les joint y et l'action attractive ou répulsive exercée par m 
sur m' est égale et de sens contraire à celle (réaction) de m' 
sur m. 

8. De la gravitation universelle. — Soient 

M la masse du Soleil; 

/w, m',. . . celles des planètes; 

r, r', r'',. . . les distances de leurs centres à celui du Soleil. 

Les dimensions du Soleil et des planètes étant très-petites 
par rapport à leurs distances mutuelles, on peut, dans une pre- 
mière approximation, en faire abstraction et supposer que ces 
astres sont réduits à l'état de simples points matériels ayant les 
mêmes masses, et nous dirons (T* Partie, n° 57) que le point 
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matériel M exerce sur les masses m, m', m",... les forces 

(xm am! , . . / . 

attractives—;^? ~7r''*'' ^ elant une constante indépendante 

de m, m' , .... 

Si Ton considère cette attraction comme inhérente à l'es- 
sence même de la matière, il faut admettre que, inversement, 
les masses /w, m', m'',... attirent de la même manière la 
masse M avec une énergie égale et contraire à celle des forces 
précédentes, d'après le principe de Tégalité entre l'action et la 
réaction. Par analogie avec ce qui précède, Tattraction de m 

M 

sur M sera de la forme a' —9 a' ne pouvant dépendre que 

de m, et comme a' -- = a - > et que a est indépendant de /w, 

il 'faut que l'on ait a'=//w, a =: /M, /étant une constante 
indépendante de la valeur des masses attirantes et de leurs 
distances. On est donc conduit à admettre que deux particules 
matérielles s'attirent mutuellement suivant la droite qui les 
joint proportionnellement à leurs masses et en raison inverse 
du carré de leur distance. 

Le même raisonnement s'applique évidemment au cas où 
les forces seraient une fonction quelconque de la dislance. 

Si l'on conçoit que Ton imprime à tous les corps du système 
solaire, supposés réduits à l'état de points lïiatériels, une 
vitesse et une accélération W égales et contraires à celles du 
centre du Soleil ramené par suite au repos, on voit que pour 
une planète celte accélération Y viendra se composer avec 
celle qui est due à l'attraction du Soleil, pour donner l'accélé- 
ration de la planète dans son mouvement relatif autour du 
Soleil. A cette résultante viendront encore se joindre les accé- 
lérations dues aux attractions des autres parties du système 
solaire. On voit ainsi qu'une planète, dans son mouvement re- 
latif autour du Soleil, suit une loi compliquée, ei que si Kepler 
a trouvé des ellipses pour les orbites planétaires, on ne peut 
l'attribuer qu'à ce que, en raison de leur petitesse, l'influence 
des nouvelles forces dont nous venons de parler lui a complè- 
tement échappé. 

Si nous ne considérons qu'une seule planète en présence du 
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Soleil, en faisant abstraction de tous les autres corps duisysr 

lème solaire, Taccélération du Soleil sera — ^ et dirigée: de Mi 

• f* ^ 

Mf 

vers m; celle de la planète —-■ sera dirigée en sens inverse. 



r» 



de m vers M; en ramenant M au repos, ainsi qu'on Ta dit .plus. 
haut, l'accélération de m sera ; — —y et comme, d'autre 



r» 



part, elle est représentée par l'expression (8) du n° 57» de la. 
P® Partie, il vient, en se reportant en même temps au.n? 59l, 

(i) (M-+-w)/=4î^pi = p. 

D'après la troisième loi de Kepler, cette quantité devrait 
être indépendante de m; d'où il suit que cette loi n'est 
qu'approximative, et qu'elle n'a été établie que parce que le 
rapport de la masse d'une planète à celle du Soleil est dans 
tous les cas une très-petite fraction. 

9. De la pesanteur terrestre. — Si l'on fait abstraction de là 
rotation d'ailleurs très-lente delà Terre, sur l'influence de la- 
quelle nous reviendrons plus tard, le poids d'un point matériel 
placé au-dessus de sa surface n'est autre chose que la réisul- 
tante des attractions exercées par tous les points du sphéroïde 
terrestre sur le point matériel ci -dessus. 

L'intensité de cette force doit diminuer à mesure que l'on 
s'éloigne du centre, et c'est précisément ce qui résulte dès 
observations sur le pendule à différentes hauteurs au-dessus 
d'un point de la surface de la Terre. Les directions delà pe- 
santeur ne sont pas .non plus parallèles, mais comme gé- 
néralement on n'a à considérer que des hauteurs verticales 
très-petites relativement au rayon terrestre, et des corps de 
très-faible dimension, on peut, dans les usages ordinaires, 
considérer, pour un même lieu, l'accélération de la gravité 
comme étant constante en grandeur et en direction. 

10. Du calcul des masses des planètes. — Soient 

m' la masse d'un satellite de la planète m; 

2a' le grand axe de son orbite; 

T' la durée de sa révolution autour de la planète. 
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L'éqaalion (i) du n" 8, appliquée à celle planèle el à son 
saiellile^ donne 



^'3 



..d'où, en divisani par celle même équalion, 

/;/ -+- m' _ ^'^T' 

M -r- m ~ Tr^'' 



m m' 



el, comme les fraclions -^j -^ sonl généralemenl irès-pelites, 
il vient 



n? o"T 



a' V 
Les rapporls —? -=; élanl supposés donnés par Tobservalion, 

celle formule fera connaître la masse de la planèle rapporiée 

a celle du Soleil. C'esl ainsi que Newlon a trouvé — ^ pour 

Jupiter, résulial qui diffère peu de la fraction — ^ oblenue 

par des procédés plus précis. 

La masse de la Terre ne peut pas se déterminer par celte 
méthode, attendu que l'inverse de son rapport à celle de la 
Lune n'est plus négligeable vis-à-vis l'unité. Nous renverrons, 
pour le procédé que l'on emploie dans ce cas, et pour celui qui 
est relatif à la détermination de la masse de la Lune, à noire 
Traité élémentaire de Mécanique céleste. 

11. Du travail des forces appliquées à un point matériel. -- 
Le produit géométrique d'une force par l'élément de chemin 
décrit est ce que l'on nomme le travail élémentaire de la force. 
Le travail est moteur ou résistant, selon qu'il esl positif ou né- 
gatif. Dans le premier cas, la force tend à accélérer le mouve- 
ment (puisque l'accélération tangentielle esl positive), et elle 
prend alors le nom de puissance ou de force motrice. Dans le 
second- cas, où elle tend à réduire la vitesse, on dit qu'elle esl 
une résistance. On voit ainsi pourquoi le travail d'une force 
normale à l'élément de chemin décrit esl nul ; nous donne- 
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rons plus lard les motifs qui ont conduit à ces diverses déno- 
minations. 

Le travail total d'une force entre deux positions détermi- 
nées et quelconques de son point d'application est la somme 
algébrique des travaux élémentaires de cette force. Le travail 
total de la force F est ainsi représenté par 

/Fcos(F, ds)ds. 

D'après la définition du travail, on voit que le travail total 
d'une force constante, qui reste constamment tangente à la 
trajectoire de son point d'application, est égal au produit 
de son intensité par le chemin parcouru; que le travail d'une 
force constante en grandeur et en direction est égal au produit 
de son intensité par le chemin projeté sur sa direction, et, 
comme cas particulier, que le travail du poids d'un point 
matériel est égal au produit de ce poids par la hauteur ver- 
ticale positive ou négative dont le mobile est descendu. 

En nous reportant (n*»^ 23, 24- et 25, P® Partie) aux propriétés 
des produits géométriques, on a les théorèmes suivants : 

i^ Le travail élémentaire, et par suite le travail total de la 
résultante de plusieurs forces appliquées à un point matériel, 
est égal à la somme des travaux de ces mêmes forces, quel 
que soit le déplacement de ce point, 

1° Quand plusieurs forces appliquées à un même point se 
font continuellement équilibre, la somme algébrique de leurs 
travaux est nulle pour tous les déplacements imaginables de 
ce point, ou encore la somme des travaux moteurs est con- 
stamment égale à celle des travaux résistants. 

Lors même qu'un point matériel est en mouvement, on peut 
concevoir que l'on évalue le travail de l'une des forces qui le 
sollicitent pour un déplacement élémentaire hypothétique dif- 
férent du chemin réel. Ce déplacement, qui n'est que le ré- 
sultat d'une conception théorique, est appelé déplacement 
virtuel, el le travail correspondant est un travail virtuel, La 
considération du travail virtuel est très-importante en Méca- 
nique, comme nous le reconnaîtrons par la suite. 

3** Si un point matériel est animé de plusieurs mouvements 
simultanés, le travail de chacune des forces qui le sollicitent 
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est égal à la somme algébrique des tramux de cette même 
force dans chacun des mouvements composants. 

Si X, Y, Z sont les composantes de la force F, qui est, si Ton 
veut, la résultante de celles qui sollicitent le mobile, estimées 
parallèlement à trois axes rectangulaires Ox, Oj, Oz\ x, j, 
z les coordonnées de son point d'application; on a, en vertu 
des théorèmes énoncés, la relation 

(i) Fcos(F, (Is)ds' = Xdr-\- Xdy-^Zdz. 

d'où, pour le travail total, 

/F cos (F, ds) ds ^f{Xdx -;- Ydf -,- Zdz), 

Lorsqu'il s'agit d'un déplacement virtuel, on substitue le 
symbole ô à celui de la différentielle, et l'on a, pour le travail 
virtuel, 

l'équilibre s'exprime 

X§:r -hYfy -i- Z§z — o, 

d'où, comme dx, ôj, dz sont arbitraires, 

X — o, Y = o, Z -- o. 

4** Le moment de la résultante de plusieurs forces situées 
dans un même plan et appliquées à un même point matériel 
est égal à la somme des moments des composantes, 

5" La droite qui représente le moment de la résultante de 
plusieurs forces non comprises dans un même plan par rapport 
à un point est la somme géométrique des droites qui repré- 
sentent les moments composants. 

Si les parties positives de 0^, Oj sont disposées de ma- 
nière que, pour faire coïncider la première avec la seconde, il 
faille lui faire subir un quart de révolution de la gauche vers 
la droite pour l'observateur couché suivant Oz, en ayant les 
pieds en 0, la somme des moments de X, Y par rapport à ce 
point, ou le moment de F par rapport àOz, sera 

^Y-jX. 
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On a de même, pour le moment de F par rapport à Ox, 

et par rapport à j • 

zX — rZ. 

Veffori moyen d'une force variable correspondant à un che- 
min déterminé s'obtient en divisant le travail total de cette 
force par le chemin décrit par son point d'application. Cet 
effort est ainsi égal à la force constante en intensité qui, 
dirigée dans le sens de ce chemin, produirait le même trevaii 
que la force variable. 

L'effort moyen a ainsi pour valeur 

f» s 



/ Fcos(F, r/.v)r/^ 



•^i-'^o 



ce qui représente la hauteur du rectangle équivalent à l'aire 



/ ' Fcos(F, ds)cls 



construit sur la même base 5i — *„. 

Dans l'étude des phénomènes terrestres on prend pour unité 
de force le kilogramme et pour unité de travail le kilogrâhi' 
mètre, c'est-à-dire le travail d'une force d'un kilogramme dont 
le point d'application décrirait dans sa direction un chemin 
d'un mètre de longueur. 

Revenons à la formule (i) et supposons que le travail élé- 
mentaire soit la différentielle exacte d'une fonction V de 
^9 Ty z\ nous aurons 

I/Fcos(F, r/^)^^ = V, 
Xdx -hidr-hZaz = --- dx -h -r- dr -h —r- dz 
•^ dx dy ^ dz 

") ■<=£. '=f. ^=ï- 

La fonction V est ce que l'on appelle un potentieL En dç- 
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signant par C une constante arbitraire, Téquation 

(4) V=C 

représente, en faisant varier cette constante, une famille de 
surfaces appelées surfaces de niveau pour un motif qui résul- 
tera de rétude ultérieure de l'équilibre des fluides. 
L'équation différentielle des surfaces de niveau 

montre que la force F est normale à la surface de niveau pas- 
sant parla position correspondante du mobile, puisqu'elle ex- 
prime que le travail élémentaire de cette force est nul. 
Soient 

m et m' deux positions infiniment voisines Tune de Vautre du 
mobile; 

d(T la distance des surfaces de niveau passant par m et m', es- 
timée suivant la normale au point m de la première. 

Le travail élémentaire correspondant de F sera Fcfo- ('). 

Xorsque la résultante F est constante en grandeur et en di- 
rection, il. est clair que l'on se trouve dans le cas d'un poten- 
liel, et, en supposant que Taxe des z soit pris parallèlement à 
la direction de la force, on a 

V = Fz, 
et/pourl'équation des surfaces de niveau, 

)LeB*Burfacesîde niveau sont donc des plans perpendiculaires 
à. la direclron de la force, ce qui s'applique notamment à la 
peianteur. 

Xorsqu« F est une fonction ? (r) de la distance r du mobile 
à'un point fixe suivant laquelle elle est dirigée, le travail 



(*) On reconnaît sans peine que * 



dc=. 



\ dx* '^ dx* ~^ dz* 



l44 DEUXIÈME PARTIE. — CHAPITRE I. 

élémentaire <p ( r) rfr est une différentielle exacte d'une certaine 
fonction de r ou :c, j, z en vertu de la relation 



H --- x^ - ;i^ -7- z', 



et il y a par suite un potentiel. Les surfaces de niveau, étant 
données par une fonction de r égalée à une constante, sont 
des sphères ayant le point pour centre. 

12. Équations du mouvement d'un point. — Si nous nous 
reportons au n" 52 de la première Partie, on voit, d'après ce 
qui précède, que 

et les équations de ce numéro deviennent 

(0 '''-TîF-'^^ "'-dF^^^ '"7F-^' 

formules qui constituent ce que Ton appelle les équations du 
mouvement d'un point. Elles permettent, par une double in- 
tégration, de déterminer x^ y, z en fonction du temps, lors- 
que X, Y, Z sont donnés, et réciproquement de calculer ces 
composantes lorsque la trajectoire est donnée par une équa- 
tion. 

13. Théorème des quantités de mouvement en projection 
sur une droite, — La quantité de mouvement d'un point ma- 
tériel est le produit de sa masse par sa vitesse à l'instant con- 
sidéré. 

On désigne sous le nom A* impulsion élémentaire d'une force 
constante ou variable F le produit Ydt de l'intensité de cette 
force à l'inslanl considéré par l'élément du temps. L'intégrale 
géométrique de l'impulsion élémentaire correspondant à un 
certain intervalle est Y impulsion totale de la force pour cet 
intervalle. 

D'après les n*** 45 et 46 de la première Partie, on a les re- 
lations 

mv'^— mu^^ fXdi, 
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d'où les théorèmes suivants : 

i" L'accroissement géométrique de la quantité de mouve^ 
ment, ou ce que l'on appelle laquantité de mouvement gagnée, 
représente Cimpulsion de la force. 

2" En projection sur un axe, V accroissement de la quantité 
de mouvement est égal à la somme algébrique des impulsions 
élémentaires correspondant à V intervalle de temps considérée 

14. Théorèmes relatifs aux moments des quantités de mou- 
vement, — Si l'on multiplie par m les équations (i), (2)^ (3) 
du n" 53 de la première Partie, et si l'on pose/=: mç, on ob- 
tient les suivantes : 



(i) ///P'V'-/wPV^/FQr//, 

( 2 ) mp'v' — mpv = S fq dt^ 

Donc pour un même intervalle de temps : 

I** L'accroissement géométrique de la droite qui représente 
le moment de la quantité de mouvement, ou, ce qui est la 
même chose, la droite qui représente la quantité de mouve- 
ment gagnée, est identique à la résultante géométrique des 
moments des impulsions élémentaires. 

Corollaire. — Si la résultante des forces passe constamment 
par le centre des moments, la trajectoire se trouve comprise 
dans un plan passant par ce point; les aires décrites par le 
rayon vecteur varient proportionnellement au temps, et la vi- 
tesse est en raison inverse de sa distance au centre des mo- 
ments. 

2** En projection sur un plan/ l'accroissement du moment 
de la quantité de mouvement pris par rapport à un point de 
ce plan est égal à l'intégrale correspondante des moments des 
impulsions élémentaires. 

Corollaire, — En supposant que l'intervalle considéré se 
réduise à l'élément du temps, on arrivée cet énoncé : Le mo- 
ment de la résultante des forces est représenté en grandeur et 

10 
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en direction par la vitesse de V extrémité de la droite qui re- 
présente le moment de la quantité de mouvement, 

15. Équation des forces vives. — Le produit de la masse 
d'un poini matériel par le carré de sa vitesse est ce que Ton 
nomme la force vive de ce point. 

En multipliant Téquation (7) du n** 54 (I'^ Partie) par la 
masse m du point mobile, il vient 

(i) ini>^-riivl ^ r'Fcos(F,^5)r^— /"(Xr/x-hYr/jr-hZ^z); 
^ Jo J 

ce qui exprime que le demi-accroissement de la force vive, 
pour un arc déterminé de la trajectoire, est égal au travail total 
correspondant des forces qui le sollicitent. 

Dans le cas où la vitesse initiale v^ est nulle, le travail total 
se réduit à la moitié de la demi-force vive acquise; c'est donc 
improprement que Ton appelle force vive l'expression mv', 
puisqu'elle se rapporte, non pas à une force simple, mais au 
résultat d'un travail. 

Plaçons-nous dans le cas où les forces correspondent à un 
potentiel V =zf(x, r, z). Nous aurons, x^^, jo, Zo étant les va- 
leurs initiales de x, y, z, 

Cette équation montre que, si le mobile traverse plusieurs 
fois une même surface de niveau, il se trouve à chaque fois 
animé de la même vitesse, puisque, pour tous les points d'une 
pareille surface, la fonction /(;r,j, z).ai la même valeur. Cepen- 
dant ce résultat est sujet à quelques exceptions, qui se pré- 
sentent lorsque les diverses surfaces de niveau se coupent 
mutuellement. 

Le travail élémentaire Frfo- (11) conservant une valeur con- 
stante lorsque l'on passe d'une surface de niveau à la suivante 
et réciproquement, on voit que la force F varie en raison in- 
verse de la distance de ces surfaces aux points où les passages 
ont lieu. 









^■ 
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16. De la réaction de Vinertie. — Si un point matériel m 
est sollicité par un certain nombre de forces Q, Q', Q",..., il en 
résulte une accélération 9 due à la résultante F de ces forces 
elle-même équivalente à mcp. Or il est clair qu'une force égale 
et contraire z m(^, ou représentée, si Ton veut, par — mç, fe- 
rait équilibre à Q, Q', Q" Celte dernière force, dans Tex- 

pression de laquelle on fait entrer la masse et l'accélération, a 
reçu le nom àQ force ou réaction de l'inertie. 

Cette dénomination se justifie ainsi qu'il suit: 

Supposons que le mouvement soit communiqué à un point 
matériel de masse m par le contact d'un corps M, lui-même 
mobile (sauf à faire voir ultérieurement en quoi doit consister 
un pareil contact). Il est clair que l'action F exercée par M 
sur m sera accompagnée d'une réaction égale et contraire —F 
de m sur M. Cette réaction devra être considérée comme étant 
la résistance qu'oppose la masse m à la variation de son mou- 
vement en grandeur et en direction, ou ce que l'on peut ap- 
peler la résistance due à Vinertie, On voit ainsi comment la 
masse m, suivant l'heureuse expression de M. Lamé, peut 
être considérée comme le coefficient de la résistance de la 
matière au changement de mouvement. 

Quoique la force d'inertie n'agisse pas sur le mobile m, on 
peut toutefois la considérer comme faisant fictivement équi- 
libre sur ce point aux forces qui le sollicitent; ce qu'expri- 
ment d'ailleurs les équations du mouvement 

X-m-^^o, \-n,-^--o, Z-,„-^=o, 

("-■■"¥)'- (^ -'« ï) ^- (^ -■" S) *- «• 

Partant de là, on voit que, dans le mouvement m, on a 
trav. total de F-f- Irav. total de la force d'inertie =0; 

ce qui montre que le demi-accroissement de la force vive 
changé de signe n'est autre chose que le travail dû à la force 
d'inertie. 

11 résulte également de ces considérations que la force 

10. 



ï. 
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d'inertie devra être considérée comme une résistance ou une 
puissance, selon que sa composante, suivant la dj^rectipn^e 
la vitesse, sera positive ou négative, ou que le mouvement 
sera accéléré ou retardé. On se rend compte des effets de la 
force d'inertie en remarquant que, pour entretenir le mouve- 
ment uniforme d'un wagon, il suffit de la part de Thomme 
d'un effort peu considérable pour neutraliser l'influence des 
résistances passives dont nous nous occuperons plus tard. 
Plus on accélère le mouvement du wagon, plus l'effort, à 
produire, par suite la résistance que l'on éprouve ou la réac- 
tion de l'inertie, est considérable. Cette résistance joue alors 
le rôle d'une véritable puissance, si, au contraire, on veut 
ralentir le mouvement du wagon en agissant sur une corde 
qui lui est fixée par une extrémité; l'effort exercé devenant 
négatif, la réaction de l'inertie est positive ou devient une 
puissance. 

En terminant, nous ferons remarquer que l'on peut consi- 
dérer la force d'inertie comme la résultante de deux autres 
forces : l'une dirigée suivant la tangente en sens inverse de 
l'accélération tangentielle, et l'autre suivant la normale prin- 
cipale tendant à éloigner le mobile au centre de courbure de 
la trajectoire, et appelée pour ce moi\{ force centrifuge. 

17. Des forces apparentes dans le mouvement relatif d'un 
point matériel par rapport à un système invariable, — On 
peut considérer les accélérations centrifuge composée et d'en- 
traînement comme résultant de l'action de deux forces fic- 
tives, auxquelles nous donnerons les mêmes dénominati(Tns, 
et l'on a cet énoncé : 

* 

Le mouvement relatif d'un point matériel par rapport à 
un système invariable est le mouvement absolu qu'il pren- 
drait sous l'action des forces qui agissent directement sur 
lui et des forces apparentes, centrifuge composée et d*en- 
tratnement prise en sens contraire. 

Les propriétés des accélérations centrifuges composées, 
démontrées aux n°» S^ et 85 de la première Partie, subsistent 
évidemment pour les forces correspondantes. 

La force centrifuge composée étant normale à l'élément de 
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chemin décrit, il en résulte que le demi-accroissement de la 
force vive dans le mouvement relatif est égal au travail cor- 
respondant des forces agissant sur le mobile et de la force 
d'entraînement prise en sens contraire. 

Enfin, si Ton multiplie par la masse m les deux membres 
des équations du n° 88 de la première Partie, les nouvelles 
équations obtenues expriment les conditions d'équilibre entre 
les forces d'ineriié, les forces agissantes et les forces appa- 
rentes dans le mouvement relatif. 
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CHAPITRE IL 

DU MOUVEMENT D UN POINT PESANT DANS UN MIUEU RÉSISTANT, 



18. Nous avons donné, dans la première Partie, plusieurs 
exemples du mouvement d*un point indépendamment de toute 
notion sur les causes du mouvement. C'est que, en effet, con- 
naissant la masse du mobile, ondéduil, de la valeur d'une force^ 
l'accélération correspondante; de sorte que l'étude du mouve* 
ment d'un point matériel se ramène à celle du mouvement 
d'un point géométrique, en se bornant à faire entrer en ligne 
de compte les accélérations produites par les forces dont oa 
abandonne dès lors la considération. 

Cependant nous avons cru devoir reporter ici un certain 
nombre de questions qui sont relatives à des phénomènes 
que l'on ne peut bien apprécier qu'après l'introduction de la 
notion de force en Mécanique. 

Un milieu est un assemblage de molécules qui est suscep- 
tible d'être traversé dans tous les sens par un corps plus ou 
moins dur, obligeant ainsi les molécules de ce milieu à se 
déplacer le long du chemin que parcourt ce corps.t)n consi- 
dère un milieu comme indéfini lorsque son étendue est assez 
considérable, par rapport à celle des corps qui le traversent, 
pour que ses molécules éprouvent à se déplacer la même ré- 
sistance que s'il était indélini : tels sont l'atmosphère, les 
mers, les lacs, les grandes rivières, relativement aux ballons,, 
aux vaisseaux, aux bateaux qui les traversent. 

Les particules du milieu mises en mouvement réagissent 
sur le corps et déterminent une résistance à son mouvement 
qui constitue la résistance du milieu. 
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Celle résislance dépend du mouvemenl du corps, de sa 
forme ou plulôl de la relation géométrique qui, à chaque in- 
slanl, s'élablil enlre la surface qui le limite et son mou- 
vemenl. 

Si le corps esl animé d'un mouvemenl de iranslalion recll- 
ligne, il esl clair que la résistance du milieu esl une fonclion 
de la viiesse, donl les coefficients ne dépendent que de la 
forme du corps et de la disposition de sa surface par rapport à 
la direclion du mouvemenl, el soni par suite constants pen- 
dani louie la durée du mouvement. 

En assimilant d'une manière abstraite un poinl matériel à 
une sphère, nous serons conduit, d'après l'expérience, è re- 
présenter la résistance du milieu par l'expression 

a, b élanl des coeffîcienls constants, v la vitesse el n une 
quanlilé que l'on peut considérer comme constante dans cer- 
taines limites de vitesse. Ainsi, pour des vilesses exlrême- 
menl faibles, on doil supposer n = i] pour des vilesses 
moyennes inférieures à 200 mètres, /i= 2; enfin /ir= 3 pour 
des vilesses considérables, telles que celles des projectiles 
oblongs : pour ces deux dernières valeurs, a peut générale- 
meni être considéré comme nul. 

19. Mouvement vertical d'un point matériel pesant dans 

un milieu résistant. — En dirigeanl l'axe des x suivanl la 

. , dx 

verticale, el remarquanl que (^1= -7- > on a 

fit ^ ^^ 

Mais on voit que l'on peul sans inconvénient supposer a=^o, 
ce qui revient à réduire l'accéléraiion g ûe ga; et, en posant 

6 = 7-5 il vient 






formule que l'on pourra toujours intégrer quand n sera un 
nombre entier. 
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Considérons en particulier le cas de w=: 2; il vient 



v^ 



= gdt'. 



"-P 



d*oii, en supposant que le mobile part du repos, 

t = — log ; 

^g ^ A — «' 

et 

(i) V r- k — = — . 

' U -^1 dt 

i 

On déduit de là 



e^ -h e * 



, / ^* — e ^ 
X -- k I 

4/0 ^ * -h <? ^ 



(2) x.-/- I ^,//= log 



( ^1 -S±\ 



^ ° 2 



Hn employant le principe des forces vives, on arrive à e 
primer i^ en fonction de x. On a, en effet, 






d*ou 

dv 



— :rz O fdx 

(3) -^ = Tg^'^S jiA-^' 

La valeur de v en fonction de / montre que v sera toujoi 
inférieur à la constante A*, mais qu'elle s'en approche de pi 

en plus à mesure que t augmente, puisque e ^ a pour lim 
zéro lorsque t croît indéfiniment. 

Le mouvement tend donc à devenir uniforme ; mais, quoiq 

rigoureusement il ne puisse jamais atteindre cet état, il 
approche d'autant plus que e * décroît plus rapidement 1 



\ 
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que h est plus petit, ce qui explique Tusage des parachutes 
dans la navigation aérienne. 

Mouvement ascendant, — Supposons maintenant que le 
mobile soit projeté verticalement avec la vitesse initiale c«, et 
soîi X le chemin parcouru au bout du temps f ; on a dans ce 
cas 

Ji~ - S — Sp^ 

k^ dv 
dt ~ 



ei ^ 

On déduit de là 



par suite 



enfin 



arc tang j — arc tang -r" — t ^ ; 



<'o cos ^i k sin ?V 

, A* A- r/jc 

p, sin 7- -H X- ros ^ 

A A" 



/ i'o cos ^ - X sin 5^ ,, ^ . 



*/o - k -- A 



La vitesse du mobile ira sans cesse en diminuant, et il arri- 
vera Un moment où, cette vitesse devenant nulle, le mobile 
cessera de monter et retombera suivant la loi que nous avons 
trouvée plus haut. 

En égalant v à zéro, on trouve que la durée t' de l'ascension 
est donnée par 



u.g f = 5, 



el, en ayant égard à cette valeur, on a pour la hauteur x' à 
laquelle le mobile s'est élevé 



X ~ iOg Ti 

1g ° A' 
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En supposant, dans la formule (3), x=^x\ on peut calcu- 
ler la vitesse v" du mobile au bas de la chute, et Ton arrive à 



p'" = p2 



*^0 



Le mobile revient ainsi au point de départ avec une vitesse 
inférieure à la vitesse initiale, et qui en diffère d'autant plus 
que k est plus petit. 

Pour connaître la durée t" de la descente, il suffit de sup- 
poser ^ = :r' dans la formule (2), et Ton obtient 



En posant e^ — z, il vient 



v/^ 



''- -^ v^t^; -t- A-' -h I ^ o, 



et cette équation, qui est réciproque, donne en même temps 
e * et e ~^\ en prenant la plus grande racine, on a 



fk _ '\^-^<-^^^' 

d'où 



^ ~ k 



A' 

Enfin le temps écoulé entre le départ et le retour a pour va- 
leur 

La solution des deux questions précédentes, dans Thypo- 
ihèse de /i = 3, ne présente aucune difficulté. 

20. Mouvement d'un projectile pesant dans un milieu ré- 
sistant. — Considérons un projectile supposé réduit à un 
simple point matériel, sollicité par la pesanteur et se mou- 
vant dans un milieu qui exerce sur lui une résistance dirigée 
en sens inverse de la vitesse. 
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Soient 

un point quelconque de la trajectoire, auquel nous ferons 
correspondre les origines du temps et de Tare parcouru; 

Ox rhorizontale du point comprise dans le plan vertical 
passant par la direction de la vitesse en ce point; 

Oj la portion de la verticale de dirigée en sens inverse de 
la pesanteur; 

g" Taccélération de la pesanteur; 

ds 
v = -7j la vitesse du mobile m au bout du temps /, et a son 

inclinaison sur Ox; 

v#, «0 les valeurs de c et a correspondant au point 0; 

R Taccélération prise en valeur absolue due à la résistance 
du milieu et dirigée, comme nous Tavons dit, en sens in- 
verse de V, 

De ce que Taccélération résultante en est comprise dans 
le plan jOjf, qu'à Tinstant suivant elle n'éprouve aucun ac- 
croissement géométrique perpendiculaire au plan yOx, et 
ainsi de suite pour tous les instants successifs, on conclut 
que la trajectoire est entièrement comprise dans ce plan. 

Désignant par x, jr les coordonnées du point m, Téquation 
du mouvement en projection sur 0:r peut se mettre sous la 
forme 

I) ; — — R COSZ. 

D*aulre part, en appelant p le rayon de courbure en m, Tac- 
céléralion ceniripèle 

p (It (Is dt 

étant égale à la composante g"cosa de la pesanteur, on a pour 
la seconde équation du mouvement 

, . lÎT. 

En éliminant dt entre les équations (i) et (2), on trouve 

/o\ rhcosx R 

l'') ; -^ - V. 

UT. s 



l56 DEUXIÈME PARTIE. — CHAPITRE II. 

21. Examen du cas où la résistance est égale à une con- 
stante augmentée d'un terme proportionnel à une puissance 
de la vitesse. — Nous supposerons, comme au n** 18, 

En substituant cette valeur à Téquation (3), on trouve 

... (Iv /^-hsinaN b(^^^ 

(5) ( ]o= 

r/a \ COSa / cosa 



a 



Celte équation est un cas particulier de celle dite de Ber- 
nouUi, et que Ton sait intégrer. 

Pour simplifier, supposons que a soit nul, comme cela a 
lieu pour le mouvement des projectiles dans Tair; nous au- 
rons, en désignant par Vo et a^ les valeurs initiales de v et a, 

I i__ _ __ f Ç^ doL 



d'où 



cosa. 

V " 

" cosa 

V =~ 



s/ 



I — nbvlco^ 






En admettant que Tintégration soit effectuée, on calculen 
au moyen de l'équation (2), qui donne 



(6) 


SJoi, 


cosa 


Enfin on a 






(7) 


l dx -.-. vCOS CL (It ---■ 


dx. 

P» 



df ~ vûïixdt --■■■ tangar/a, 

et le problème se trouve résolu par des quadratures. 

Posons maintenant 

tang cL = p, 
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il vient 



P= "' v/' 



(8) 



Il est facile de développer ces différentes formules suivant 
les puissances ascendantes de /?, de manière à en obtenir 
d'autres applicables au tir sous de faibles inclinaisons. Pour 
déterminer la portée, on calculera la valeur de/? qui correspond 
à ^ = 0, et on la portera dans l'expression de x, La portée sera 
naturellement moindre que dans le vide. 

Pour la branche descendante de la trajectoire, p croît indé- 
Animent. En effet on a 

f ^,^p^^^ ap=\ [x-^p-^)'- dp^\ [i-^p^]~dp. 

Mais comme, pour cette branche, dp est négatif, il en est de 
même de la seconde de ces intégrales, de sorte que c ne peut 
pas de-venir infmi. Si p était limité, comme on a 

dt——^- --=== dp, 

il s'ensuivrait que le temps ne croîtrait pas indéfiniment. Ainsi 
la tangente à la branche considérée tend de plus en plus à 
devenir verticale. 

Si maintenant nous supposons que)? ait atteint une valeur 
assez grande px pour que, au delà, on puisse négliger l'unité 
devant/?', nous aurons 



np îLii np, 'J-J. rp 

I (1-+-/^^) ^ dp— l (n-A>*) "" dp -h j p"-*dp, 
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Posons 



tangi(9-.>).-. ^i^'tang'i 



(à) 

d'où 

^-i-cos(0— w) ., / ; sin(ô — w] 

^ I -1- £'COS(0 — w) ^ 1 -t- ^cos(9 — w)' 

les intégrales des équations (a) sont 

(c) r= ^^ r-T ou r = ail — ecosu), 

^ ' i -t- ^cos(0 — w) ^ '' 

(d) /it -<- î — oi = u — esmu. 

Nous allons maintenant chercher à donner aux intégrales 
des équations (i) la forme (c) et (rf), en y considérant a, e, 
e, w, comme des fonctions du temps. 

Nous remarquerons, en premier lieu, que n devient va- 
riable, et que 

nt = f ndt -h ftdn', 

en comprenant //rf/i dans Tinconnue e, on a, au lieu de l'é- 
quation (rf), 

( 2 ) f nde -h s — M = u — esinu. 

L'intégrale //irf^ que nous supposerons nulle pour / = o, 
représentera le mouvement moyen de la planète altéré par la 
résistance du milieu; mais sa différentielle ndt est la même 
dans le mouvement troublé que dans le mouvement ellip- 
tique. 

£n considérant u comme une fonction de a, e, t, u, les deux 
intégrales distinctes (c) et (rf) des équations (a) peuvent se 
mettre sous la forme 

l f(n ®, «> e, w) =o, 

d'où 

flf . fif „ fh , fh , riit> ,. 



:/- ..: ■ • -^ . ■ -sll^ 



^— _ 
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Examen du cas oà Vexcentricité est très-petite, — En né- 
gligeant e et e* devant I*unité, il vient 

j (Ui — — ipa^flO^ de — — ipacos{B — w)c^9, 

) dî = (taes'\n(9 — oi)(lO^ edùy ~ — 7,pasm(9 — oi)dB. 

Si Ton désigne par la caractéristique d les parties variables 
des grandeurs correspondantes, on a, en intégrant, 

1 ^^ — — 2 p « sin ( - w ) , 
(i3) / ^ r \ n 

1 tf£ — _ 2p/?^COS(0 - w), 

( t'^W-- 2p/îC0S(Ô — w). 

En appelant d/i la variation de n ou de \/-^' on a 
ou 

(i4) ^n — 3ca/iB, 

La résistance d*un milieu très-rare sur le mouvement d'une 
planète très-peu excentrique aurait donc pour effet de faire 
dArroître indéfiniment la distance moyenne, d'augmenter le 
mouvement moyen et de produire, dans chacune des quantités 
e, w, e, une inégalité dont la période est la même que la révo- 
lution de cette planète. Le mouvement angulaire s'accélérerait 
de plus en plus en même temps que la vitesse c , car on a très- 
sensiblement c = an. En vertu de cettediminution continuelle 
de la dislance moyennes, qui s'élèverait à ^npa^ à chaque 
révolution, la planète finirait nécessairement par atteindre la 
surface du Soleil. S'il existe dans l'espace un milieu très-rare 
qui influe sur le mouvement des astres, c'est sur les comètes 
que cette influence peut être sensible, à cause de la peti- 
tesse de leur masse et parce que, toutes choses égales d'ail- 
leurs, le coefficient p varie en raison inverse de la masse du 
mobile. On n'a reconnu, jusqu'à présent, aucune trace d'une ré- 
sistance d'un pareil milieu, sur le mouvement des comètes à 

1 1. 
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retour périodique, à Texceplion toutefois de celle deËncke, 
dont on explique quelques petites irrégularités, en admettant 
Texistence d'un milieu interplanétaire très-rare. 

On peut expliquer la chute des aérolilhes en supposant qu'à 
une époque très-reculée ils circulaient autour de la Terre 
comme des satellites, dans la partie la plus raréfiée de notre 
atmosphère ; la distance moyenne, au centre de la Terre, d'un 
aérolithe allant constamment en diminuant, et d'autant plus 
rapidement que la densité de Tair est plus grande, il arrive 
naturellement un moment où le mobile vient rencontrer la 
surface de la Terre. 

Si nous admettons que les aéroiithes soient les fragments 
d'un satellite qui se serait brisé, ce sont les fragments les 
moins denses qui ont dû tomber les premiers sur la Terre. 
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CHAPITRE m. 

MOUVEMENT B'UN POINT MATÉRIEL SUR UNE COURBE FIXE. 



23. Considérations générales. — Lorsqu'un point matériel 
srî meut sur une courbe fixe plane ou gauche, sous Faction 
d'une ou de plusieurs forces, celte courbe, par sa rigidité, 
détruit, neutralise Taction de toute force qui lui est normale, 
dont la direction est située du même côté du centre de cour- 
bure ou du côté opposé, selon que le mobile parcourt la con- 
vexité ou la concavité de la courbe. Cette composante constitue 
ce que Ton appelle une pression sur la courbe. 

Il suit de là que là rigidité de la courbe produit sur le mo- 
bile le même effet qu'une force normale N égale et contraire 
à la résultante des pressions, et à laquelle on donne le nom 
de réaction de la courbe. 

On voit ainsi que l'on est ramené à considérer le point mo- 
bile comme entièrement libre, en le supposant sollicité, in- 
dépendamment des forces qui agissent sur lui, par la réaction 
de la courbe, dont la grandeur et la direction seront données 
par la solution du problème. 

Soient 

les équations de la courbe. Une relation indépendante de la 
r.^action de la courbe entre le temps et les coordonnées du 
mobile suffira pour exprimer chacune de^ces dernières en 
fonction de temps, et le mouvement du point matériel sera 
dès lors complètement déterminé. Le principe des forces 
vives fournit cette relation, et, en appelant Vo la vitesse du 
mobile à l'instant où Ton commence à estimer le travail des 
forces, V la vitesse à un instant quelconque, X, Y, Z les com- 
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posantes parallèles à trois axes coordonnées de la résultante 
des forces qui sollicitent le mobile, on a 



mv^ — wc' 



'À 



*- = f(Xdx -k-Ydj-^ldz). 



Lorsque ILdx •+- Ydy -f- Zdz ne sera pas lyfie différentielle 
exacte, on pourra toujours, à Taide de quadrature, déterminer 
les valeurs du travail total correspondant à des valeurs de z 
équidislantes, ev la même méthode permettra de calculer le 
temps; le problème peut ainsi être considéré comme résolu. 

Soient 

p le rayon de courbure de la courbe; 

R„ la composante, suivant ce rayon, de la résultante R des 
forces qui sollicitent le mobile, en la considérant comme 
positive ou négative, selon qu'elle tend à éloigner ou à rap- 
procher le mobile du centre de courbure; 

Ra la composante de R suivant la binormale (*); 

N„, Né les composantes, suivant p et la binormale, de la pres- 
sion totale exercée sur la courbe, égales et opposées aux 
mêmes composantes de la réaction de la courbe. 

On a, en exprimant les conditions d'équilibre entre R, la 
force d'inertie et la réaction de la courbe 



N„-±(m^'+R„), N,^R„ 



en prenant le signe -f- ou le signe — , selon que le point mo- 
bile se mouvra sur la convexité ou sur la concavité de la 
courbe. La composante R* déterminera en grandeur et en sens 
la composante binormale de la pression. 

Le mouvement sur la courbe ne sera possible qu'autant 
que l'on obtiendra pour N„ une valeur positive, ce qui aura 
toujours lieu, notamment lorsque, le mobile étant assujetti à 
se mouvoir sur te concavité de la courbe, la composante R« 
tendra à éloigner le mobile du centre de courbure. Si dans 
Iqs mêmes circonstances R„ vient à changer de sens, le point 



(') Nons rappellerons que la binormale est l'axe du plan osculateur. 
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matériel continuera à se mouvoir sur la courbe tant que cette 
composante sera inférieure à la force centrifuge; mais, à partir 
du moment où il y aura égalité entre ces deux forces et où, à 
Tinstant suivant, la première surpassera la seconde, le mobile 
s'éloignera de la courbe, se mouvra librement sous l'action 
de R avec la vitesse qu'il possédait en quittant la courbe. 

Le mouvement sur la convexité de la courbe ne sera pos- 
sible qu'autant que la composante R„ sera négative ou tendra 
à rapprocher le mobile du centre de courbure, et que son in- 
tensité sera supérieure à celle de la force centrifuge; et si, 
ces deux forces devenant égales, la seconde surpasse la pre- 
mière, à l'instant suivant, le mobile quittera la courbe et se 
mouvra librement dans des conditions analogues à celles que 
nous avons indiquées plus haut. 

2i. Du mouvement du pendule simple dans un milieu ré- 
sistant. — Soient 

/ la longueur du pendule; 

Q l'angle qu'il forme avec la verticale, qui doit être considéré 
comme positif ou négatif, selon que le pendule se trouve 
d'un côté ou de l'autre de la verticale de suspension; 

mgK la résistance du milieu. 

On a évidemment 

l -TT — — ^ sinO — }r\\ 



ou, en posant ^ — /»% 



Comme nous ne considérerons que le cas des oscillations 
d'une faible amplitude, nous réduirons cette formule à la sui- 
vante : 

Pour fixer les idées, nous supposerons qu'à l'origine du 
temps Q est négatif, -tt? -tj^ étant alors positifs. 
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(a). Hypothèse d'une résistance proportionnelle à la vi- 
tesse, — Lorsqu'il s'agit de mouvements Irès-lenls, Texpé- 
rience parait indiquer que la résistance d'un milieu est pro- 
portionnelle à la simple vitesse pour un corps sphérique de 
petites dimensions. Admettons cette hypothèse et posons 

R — P — j p étant une constante. 
L*équation (i) devient 



et a pour intégrale 



-^ 






P a 



A et B étant deux constantes arbitraires. Or, si Ton désigne 

par a la valeur absolue de l'amplitude initiale, on a =: — a, 

dQ 

-j- 1=0 pour / = o ; et, par suite, 



t\e " 



3 ôr- — a / cosXi/ I j-t-\ — *- Sin/ 4/1 f- 

d'où 

Ces deux dernières formules feront connaître à un instant 
quelconque la position du pendule et sa vitesse angulaire. 

A la fin de chaque oscillation, on a -7- — o, ce qui a lieu 

/ /f'fi^ 
toutes les fois que ^ \/ » 7- ^ est un multiple de tt; d'où 

il suit que les oscillations sont isochrones comme dans le 
vide, que la durée de chacune d'elles est 

(5) T= . / , =— ^ ,,.," 



V-'TV-?f^' 
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et se trouve ainsi augmentée par la résistance du milieu dans 

le rapport de i à 1/ i — ^ ~ • Quant aux amplitudes des os- 
cillations, elles diminuent continuellement à cause de l'ex- 

ponentielle e * . 

Désignons par «„ l'amplitude de la /i'*'^ oscillation ou po- 
sons 6 =rz{~ I j«-^-» Xn pour / = /iT; nous aurons 



(6) u„^c.e ' * ; 

de sorte que les amplitudes successives décroissent en suivant 

une progression géométrique dont la raison est e *^' * . 

/ A-' 32 
Tout ce qui précède suppose que i/ i y- est réel; au- 
trement les sinus et cosinus seraient remplacés par des expo- 
nentielles. Or la condition k^<^i ou P v/f^C^ sera tou- 
jours remplie eu égard à la petitesse de p, à moins que Ton 
ne prenne des pendules extrêmement courts. 

.Borda a reconnu, par une expérience exécutée dans l'air, 
que, lorsque a ne dépasse pas { de degré, les oscillations 
décroissent lentement en progression géométrique, et que 
l'amplitude ne se réduirait qu'aux | environ après 1800 oscil- 
lations. On a donc, en supposant /i = i8oo, 

A? 
— 9001Î 



v'.-^-i^ 



r 



ou tout simplement, vu la petitesse de (3, 

-gooiîArp ^, 

d'où 



-3' 



Ap == 0,00014. 
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On voit, par suite, que la valeur de T diffère extrêmement 
peu de celle " 



^'""sfï 



qui correspond au mouvement dans le vide. 

Mais, lorsque les amplitudes sont plus grandes que \ de 
degré, ce qui a lieu notamment dans les chronomètres fixes, 
où rétendue des demi-oscillations varie de 4 à 8 degrés, Tob- 
servalion montre qu'elles ne décroissent plus en progression 
géométrique; de sorte qu'il est nécessaire de faire une autre 
hypothèse sur la loi de la résistance, que nous supposerons 
dans ce qui suit proportionnelle au carré de la vitesse. 

(6). Hypothèse d'une résistance proportionnelle au carré 
de la vitesse, — Dans ce cas, nous pourrons poser 

r/ô» 

y étant une quantité très-petite; l'équation (ij deviendra alors 

Nous supposerons, comme cela a lieu dans la réalité, que 
la constante y est assez petite pour que Ton puisse en né- 
gliger les puissances supérieures à la seconde, et nous pose- 
rons en conséquence (') 



(') On peut obtenir facilement une intégrale première de Inéquation (7) en 

posant 

dd^ ^, , à^e , du 

« ^= TT » d ou —7— = ' — - , 

dt^ dc^ * de 

de sorte qu'il vient 

dri , . 

dd 
équation linéaire dont Tintégrale est 

dt^ 2 k* y 

do 
C étant une constante que Ton détermine par la condition -7-=o, fl^ — z, 

pour t = 0, 
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En substituant cette expression dans l'équation (7) et identi- 
fiant les termes multipliés par les mêmes puissances de y, on 
trouve 

'''^' - Pi 



et l'on satisfera aux conditions du problème en exprimant 
que, pour / = o, on a 

0, ----^ o, — ^ =::: O. 

La première des équations (8) donne d'abord 

(9) 0^=r — a COS/7, — 5 ^ — y.k sinXY, 

et la deuxième devient^ par suite, 

équation linéaire dont Tintégrale est 

(10) ô, = -; — ( * "^ ïï COS2X7 J -h- M cosX/ -h N sin/?, 



M et N désignant deux constantes arbitraires, qui^ étant déter- 
minées par les conditions relatives aux limites, donnent 

(11) 9, - a^/' ( — COS2X7 H- ^ cosX? j 

La troisième des équations (8) donne, en vertu des condi- 
tions qu'elle doit remplir et en négligeant le cube de a, 

Ô2 = 0. 
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On a donc, aux termes près du troisième ordre en y, 

[}%) B = — -' — fa - - a'X-7 j COS^Y ^-f- COS2A7. 

Cette formule montre que la première valeur de / après 

d6 TT 

zéro, qui annule ^5 est T = t» de sorte que la durée de Tos- 

cillation est la même que si la résistance n'existait pas. 
L'amplitude <Xi de la partie ascendante de Toscillation est 



4 2 7J 



On aurait de même, pour Tamplitude de la demi-oscillation 

suivante, 

4 



«2- «. — 37^-,'^'. 



et ainsi de suite. 

La résistance supposée n'altère donc pas Tisochronisme, 
mais elle réduit successivement les amplitudes. 

Si Ton néglige le carré de 7, les amplitudes décroissent en 
progression arithmétique, et le nombre des oscillations exé- 
cutées, depuis l'origine du temps jusqu'au moment où le mou- 
vement sera anéanti, sera la plus grande solution entière de 
l'inégalité 



n 



4 Y /2a 

Ln durée de la partie ascendante de l'oscillation ne différera 
de - ^ que d'une quantité de l'ordre 7, de sorte qu'en faisant 

9 = dans l'équation {12) exkt = - dans les termes en y, on 
aura pour calculer cette durée 

COSA/ = — ——-- 

d'où 



= (M '•■') \/i 



La résistance augmente donc la durée de la demi-oscillation 
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descendante, comme on devait le prévoir, et diminue, par 
conséquent, de la même quantité celle de h demi-oscillation 
ascendante suivante, ce qui est dû à la réduction que subit son 
amplitude. 

Les considérations qui précèdent sont applicables au mou- 
vement du balancier des montres et chronomètres, rendu iso- 
chrone d'après les règles posées par M. Phillips. 

(c) Hypothèse d'une résistance constante. — Lorsque le 
pendule est monté sur couteaux, il éprouve, par suite du frot- 
tement, une résistance très-sensiblement constante pour les 
petites amplitudes, de même que le balancier des montres est 
obligé de vaincre une résistance constante due à la viscosité 
des huiles. Il n'est donc pas sans intérêt d'examiner l'influence 
d'une pareille résistance sur le mouvement du pendule. 

Posons en conséquence 

|3 étant une constante. L'équation (i) devient 

d'où l'on déduit immédiatement 

^ ' * — ^ A- a - 8 sinX-/. 

dt V i / 

La première valeur de / après / = o, qui annule la vitesse 
angulaire, est 

(i4) T=^., 

de sorte que la résistance considérée n'altère pas la durée de 
roscillation. 

Mais en appelant ai la valeur correspondante de 9, c'est- 
à-dire l'amplitude de la demi-oscillation ascendante de l'oscil- 
lation considérée, la première des formules (i3) donne 

a, = a-2p. 
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Il est clair que la durée de roscillation suivante sera encore 
donnée par la formule (i4)» et que l'amplitude de la partie 
ascendante sera 

et ainsi de suite. 

Il suit de là que la résistance constante n'altère pas la durée 
des oscillations, que le mouvement reste isochrone, mais que 
les amplitudes successives diminuent en progression arithmé- 
tique dont la raison est 2^; de sorte qu'au bout d'un certain 
temps elles seront complètement anéanties. Le nombre n 
d'oscillations que le pendule exécutera depuis l'origine du 
temps jusqu*au moment où tout mouvement aura cessé sera 
la plus grande solution entière de l'inégalité 

a 

(d) Hypothèse des deux résistances précédentes réunies, — 
Dans ce cas on a 



dt' 



H'-^^^f) 



et l'on voit que les résultats auxquels on doit parvenir se dé- 
duisent de ceux du cas (é), en y changeant 9 et.— a en 9 -f- p 
el — a -f-[3. II nous paraît complètement inutile d'écrire les 
formules résultantes; l'essentiel à constater est que l'isochro- 
nisme n'est pas altéré. 

Les amplitudes vont en diminuant suivant une loi dont on 
trouvera facilement l'expression analytique. 



MMMM^lrflHk 
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CHAPITRE IV. 

MOUVEMENT D'UN POINT MATÉRIEL SUR UNE SURFACE. 



25. Lorsqu'un point matériel, sounnis à Taction d'une ou de 
plusieurs forces, est assujetti à se mouvoir sur une surface fixe, 
cette surface par sa rigidité détruit l'action de toute force qui 
lui est normale, agissant de la concavité vers la convexité ou 
réciproquement, selon que le mobile décrit la concavité ou la 
convexité de la surface. 

La rigidité de la surface produit donc sur le mobile le même 
effet qu'une force normale N égale et contraire à la résultante 
des composantes normales des forces qui agissent sur ce mo- 
bile, à laquelle on donne le nom de réaction de la surface. 

On est ainsi ramené à considérer le point mobile comme 
entièrement libre, en le supposant sollicité, indépendam- 
ment des forces qui agissent sur lui, parla réaction de la sur- 
face, dont la grandeur sera donnée par la solution du pro- 
blème. Soit 

l'équation de la surface. Le mouvement du point sera coniplé- 
tement déterminé si l'on parvient à établir deux relations entre 
le temps et les coordonnées de ce point indépendantes de la 
réaction de la surface, et même il suffit que l'une de ces rela- 
tions contienne le temps. Le principe des forces vives fournit 
immédiatement Tune de ces équations et donne 

(2) "'^'' ~ '^"'^ = /(Xr/x4-Yr/r-4-Zr/3), 
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et, dans le cas où le second membre sera une intégrale exacte, 
on pourra exprimer v ou -^r en fonction de Xy jr, z. 

Soient 

p le rayon de courbure de la trajectoire; 

Q Tangle formé par le plan osculateur à la courbe avec le plan 

tangent à la surface; 
r le rayon de courbure de la section normale à la surface 

menée suivant la direction de v\ 
Yty F„ les composantes, suivant le plan tangent et la normale 

à la surface, de la résultante F des forces qui sollicitent le 

mobile; 
(p l'angle formé par F^ avec v. 

On a, d*après le théorème de Meusnier, 

P ---^ rsinô. 

La force centrifuge — donne les composantes 

m — sinô = m --y m — cosô = /w — cotô, 
p r p I 

suivant la normale et la perpendiculaire à v comprise dans le 
plan tangent; et, comme F doit faire équilibre à N et à la force 
d'inertie, il en résulte les relations 



N---±^//i^-HF„) 



P^ 



(3) /?2 — cot9 = FjSiri'f ; 






on a aussi 

/w^=F,cos<p, 

qui n'est autre chose que la différentielle de l'équation (2). 

Dans la première, on prendra le signe -+- ou le signe —, se- 
lon que le mobile se trouvera sur la concavité ou la convexité 
de la surface ; et, de plus, on considérera F„ comme positif ou 
négatif, selon que cette composante sera de même sens que la 
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composante m r=. de la force centrifuge ou de sens contraire. 
On discuterait ici, comme dans le cas d'une courbe fixe, les 
conditions auxquelles m — et F„ doivent satisfaire pour que le 

mouvement sur la surface soit possible. 

Nous ferons remarquer que la pression sur la surface est in- 
dépendante de l'inclinaison du plan osculateur de la trajectoire 
sur le plan tangent et ne varie qu'en raison de la grandeur et 
de la direction de la vitesse v. 

L'équation (3) ou la suivante 



(3') "' jY/i--p. = FrSm^ 






transformée en conséquence, donnera la relation entrer?,/, 
qu'il s'agit d'obtenir. En effet, en considérant la vitesse comme 

determmee en direction par les cosmus -7-9 —-? -7- des 

as as as 

angles qu'elle forme avec les trois axes coordonnés, on trou- 
vera F, sincp en fonction de ces cosinus et de X, Y, Z, et F en 
fonction des mêmes cosinus et de :r, j, z; d'ailleurs p s'ex- 
prime, comme on le sait, en fonction des dérivées premières 
et secondes.des coordonnées, de sorte que le tout se réduit à 
des substitutions. 

Dans le cas d'un potentiel, v pouvant s'exprimer indépen- 
damment du temps, on aura une équation du second ordre 
entre x, y et z, ou tout simplement entre x et j, en élimi- 
nant z à l'aide de la relation (i). L'intégrale de cette équation, 
jointe à l'équation de la surface, déterminera complètement la 
forme de la trajectoire. Enfin le principe des forces vives 
permettra de calculer les coordonnées x^ y, z en fonction du 
temps. 

Cette manière d'opérer conduisant à des calculs assez com- 
pliqués, nous lui en substituerons une autre beaucoup plus 
simple, que nous donnerons ci -après. 

On remarquera, d'après la formule (3), que si F/=:o, 
ou 9 = o, c'est-à-dire si la résultante des forces qui sollicitent 
le mobile est normale à la surface, ou est constamment corn- 

12 
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prise dans le plan normal passant par la direction de la vitesse, 
on a = 90*^; le plan osculateur est constamnient normal à 
cette surface dont la trajectoire est, par suite, une ligne géQ«- 
désique. Dans le premier cas, le mouvement est uniforme. 
S'il y a un potentiel, il est clair que le mouvement jouit des 
mêmes propriétés, relativement aux surfaces de niveau, que si 
le mobile était complètement libre sous l'action de la force F. 

26. Équatians générales du mouvement d'un point sur une 
surface dans le cas d'un potentiel. — Soient 

X, j, z les coordonnées du mobile m au bout du temps t; 

V la vitesse; 

X, Y, Z les composantes parallèles aux axes de la résultante 

des forces qui sollicitent le mobile ; 
N la réaction de la surface sur m. 

Posons, pour abréger. 



. f'^^v f'^^v ff^^y 



Les équations du mouvement sont 

(4) "i-A - ^ - -r -7=' 

m -rrr =^ Z ±Z 



(It^ dz ^ ^ 

Le double signe correspond aux deux sens de la normale, 
et le calcul fera connaître à chaque instant le signe qu'il con- 
viendra de prendre. 

En éliminant N entre ces trois équations, on en obtiendra 
deux autres qui, jointes à l'équation de la surface 

(5) F{a.,j,3)=o, 

feront connaître x, jr, z en fonction dui temps^ et par suite la 
valeur et le sens d« N, 
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Les calculs^ généralement impraticables, se simplifieront 
dans le cas d'un potentiel /(^, j, z). On a d'abord, d'après le 
principe des forces -vives, l'intégrale pretnière 

(6) /;2(>'=a/(x,j,3)-hC, 

C étant une constante arbitraire. 

D'autre part, des équations (4) on déduit 



m 



^^^ ^ dH j d'x , „. YZ-^N/rH?, ^, \ 

^' dt^ ^^\dz dx J 

dy 

dy dt 
Mais en différentiant l'identité ~- =-t-> par rapport à /, on 

trouve 

dy^dt^ dt^ -^ 

dx ~~ da^ 

'dp 



d'où 



et de même 



dt^ dt' ^ ds' dx 



d^z . d^x j ^dy^ ,dz 

dc^ dt' ds^ dx 



Les équations (3) deviennent aiiisi 

et, en éliminant N entre elles et mv^ au moyen de la relation (6), 
on obtient une équation indépendante du temps, qui jointe à 
l'équation de la surface détermine la trajectoire. 

12. 
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27. Du pendule à oscillations elliptiques, — Considérons 
un pendule simple, dans le vide, peu écarté de la verticale 
de suspension, auquel on imprime une vitesse non comprise 
dans le plan vertical, de telle manière que le fil reste tendu; 
son extrémité, en projection horizontale, décrira une cer- 
taine courbe autour de la projection horizontale du point de 
suspension; cette courbe, renfermée dans un espace limité, 
présentera nécessairement une succession alternative de points 
pour lesquels les rayons vecteurs seront, en même temps 
que l'angle d'écart, maximum et minimum; en chacun de ces 
points, la vitesse de la masse du pendule sera horizontale. 

Dans ce qui suit, nous considérerons comme instant initial 
celui qui correspond à un maximum quelconque. 

Soient (fg. 22, p. 78) 

/ la longueur OB du pendule; 

9 l'angle BOA qu'il forme avec la verticale OA du point 0; 
t' la vitesse de son extrémité B au bout du temps /; 
D la projection de B sur OA; 

9 l'angle azimutal du plan AOB avec un plan vertical fixe C/??o ; 
0Q, Vo les valeurs initiales de 9 et i^, 0, étant supposé un maxi- 
mum, et par suite la direction de c» horizontale; 

'' -T 

Le principe des forces vives donne 



u^—v' 



'^S 



'-x=/(cos9 — cosOJ. 



te mouvement de la droite OB peut être considéré comme 

résultant de deux rotations, l'une -^ autour de OA, l'autre -r- 

autour de la perpendiculaire en au plan AOB. 11 résulte de 
là que la vitesse v a pour composantes 

(U cU ' (U 

la première étant perpendiculaire au plan AOB, et la seconde 



f.2 
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comprise dans ce plan. On a ainsi 

et réquation ci-dessus devient 

(i) siii'e^-.-^^= îi/McosO-'>30sOo+ w'), 

en posant pour simplifier 



p2 



d'où 

Le point B n'étant soumis qu'à l'action de la pesanteur et à 
la tension du Gl dirigée de B vers 0, le principe des aires re- 
çoit ici son application en projection sur le plan horizontal 
relativement au point C, ce qui donne 



/'sin'ô^r- ''/sinô,, 



dt 
ou 

d'Jf r~ 

(2) sin'9-7- = Xwv/2sin9,,. 

En éliminant -^ entre les équations (i) et (2) on trouve fa- 
cilement 

/ov j sin9^ô 

(3) dt=:j^ 



ky/% yj— (cosô — cosOJ (cos'ô H- w'cosô -h W^COSÔ^— l) 



Comme dt esl essentiellement positif, il faudra prendre le si- 
gne — ou le signe -h selon que sin ôrfô sera négatif ou positif, 
ou que cosd croîtra ou décroîtra. A partir de l'instant initial, il 

faudra donc prendre le signe — jusqu'au moment où -7- s'an- 
nulera de nouveau. 

En faisant successivement ^=1 et ^=: — i dans le pre- 
mier membre de l'équation 
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d'où, en négligeant les lermes du second ordre en x, j-, 777 ? • • •? 

.r 
COSfN, x) = , 

. P 

cos(N, r) = -•^, 

cos(N, z) = I. 
Mais on a 

fi je X 

—ri = — Ncos(N,a:) — — N-- 

___î = _ g. H_ X COS ( N , Z ) r:r - o. -H N . 

On peut donc supposer N =: g* dans les deux premières de 
ces équalions, ce qui donne 

— —^ X. 



•i « ' 



dt' p 

d\r _ _ ^ .. 

dl' ~ p'-^'» 



d'où 



X 



= M 008/ i/-H-N sin/ 1/-' 

• V p V p 



r = U'cost 



M, N, M', N' étant des constantes dépendant de Tétat initial 

du point m. 

Supposons, par exemple, que, pour t = o,y étant nul, la 

dx 
vitesse soit perpendiculaire à Ox ou que ~ = o, on a N = 0, 

M'=:o et 

j: — M cosf 






£n éliminant entre ces deux équations, on aura celle de la 



7' 
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projection horizontale de la courbe décrite. Si p = p', on se 
trouve dans les conditions du pendule, et Ton a 



(S)"- iè)'- '■ 



équation qui représente une ellipse, ce qui est conforme à ce 
que Ton a obtenu au numéro précédent. 

29. Principe de la moindre action. — Proposons-nous de 
déterminer, dans le cas d'un potentiel, quelle est, parmi 
toutes les courbes qui passent par deux points A et B, soit 
dans l'espace, soit sur une surface, celle sur laquelle le mou- 
vement d'un point mobile allant de A en B, sous l'action de 
forces données, satisfait à la condition de rendre minimum 
l'intégrale fmvdsy m étant la masse, v la vitesse, s le chemin 
parcouru. 

Si l'on considère la quantité de mouvement comme une 
force, on voit qu'il s'agit de rendre minimum le travail total 
de cette quantité entre les deux points A et B. 

Le problème dont il s'agit dépend essentiellement du calcul 
des variations; on peut cependant en donner une solution par 
des considérations géométriques, comme nous allons le faire 
voir. 

Remarquons, en premier lieu, qu'un arc quelconque mm! 
de la courbe cherchée doit satisfaire à la condition ci-dessus; 
car, s'il en était autrement, on pourrait remplacer mm' par 
l'arc mnm' satisfaisant à cette condition, et l'intégrale fvds 
serait moindre pour la courbe Am/im'B que pour la première, 
ce qui serait contraire à ce que nous avons supposé. 

\° Le point peut décrire une courbe quelconque dans l* es- 
pace. — Soient [fig* 35) 

F la résultante des forces extérieures qiii agissent sur le 

mobile; 
nm, nm' deux éléments consécutifs de la courbe; 
KH, K'H' les surfaces de niveau passant par m, w; 
v^ v' =zv -\- dv les vitesses suivant m/i, nm' . 

On voit d'abord que mnm' est compris dans le plan normal, à 
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la surface K'H' passant par la droite mm'; car, pour ua point Ui 
situé dans le plan tangent , dont la projection sur le plan nor- 

Fig. 35. 



mal est n, on a éyidemmeni 

Soient 

n' un point, infiniment voisin de /i, de Tintersection de la 

surface K'ff avec le plan normal ; 
q, q* les projections de n, /i' sur m'/i', m/i; 
I, /' les angles formés par m/i, nm' avec la normale en n. 

On a, pour exprimer que v.mn-^v'.nm' est un minimum, 

v,mn' -\- v\n! m* — v.nin — v'.nm* = o 

OU 

P,nq' = i''.n'q\ 

or 

v.nq =z nn* sin / , v,n!q^ nn' sin /", 



par suite 



<> sin/ = c'' sin /', 



ce qui exprime que la vitesse estimée dans le plan langent 
reste la même dans deux éléments successifs du temps, ou 
que Taccélération du mobile due à la résultante R de F et de 
la réaction N de la courbe est normale à la surface de niveau 
correspondante. En vertu du principe des forces vives, le tra- 
vail de R doit être égal à celui de F, et Ton a ainsi Rrfcr = Frfu, 
da étant la portion de la normale à la surface de niveau dé- 
terminée par une surface de niveau infiniment voisine; d'où 

R=:F, N = o. 
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Donc V intégrale fmvds est un minimum lorsque le mobile 
partant de A pour arriver à ^se meut librement sous l'action 
des forces qui le sollicitent. 

2® Le point mobile est assujetti à rester sur u/ie surface, — 
Le raisonnement que Ton \ienl de faire s'applique encore ici, 
en supposant que KH, K'H' soient les projections, sur le plan 
langent à la surface fixe, des intersections de cette surface avec 
les surfaces de niveau. La composante de Taccéiération du 
mobile dans le plan tangent est donc normale à la courbe K'H'. 
D'où il suit que, entre deux points donnés A, B de la surface 
fixe, Tiniégrale fmvds a une plus petite valeur, quand le mo- 
bile se meut librement sur cette surface sous l'action des 
forces extérieures auxquelles il est soumis, que lorsqu'on 
lassujetiit à parcourir toute autre courbe tracée sur la surface. 
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CHAPITRE V. 

PRINCIPES GÉNÉRAUX DE LA MÉCANIQUE. 



§ I. — Des systèmes matériels. 

30. Considérations générales sur les systèmes matériels et 
la constitution des corps. — Un corps est un assemblage de 
molécules, ou poinls matériels, maintenues à di^stance par des 
forces qui, émanant de chacune d'elles, agissent sur les 
autres. 

D'après le principe de l'égalité entre l'action et la réaction, 
ces forces dirigées suivant la droite qvii joint leurs points d'ap- 
plication sont, deux à deux, égales et de sens contraire. 

On comprend ainsi pourquoi il n'existe pas dans la nature 
de corps mathématiquement solides ou invariables de forme, 
pourquoi les corps sont plus ou moins flexibles, extensibles 
ou compressibles sous l'action de forces extérieures; mais 
comme les corps solides n'éprouvent en général que des chan- 
gements de forme insensibles, on peut d'abord, comme pre- 
mière approximation, les considérer comme des systèmes 
invariables. 

Nous avons déjà vu que les corps célestes s'attirent propor- 
tionnellement à leurs masses et en raison inverse du carré de 
la distance, en négligeant toutefois leurs dimensions par rap- 
port à cette distance; on a été conduit à étendre cette pro- 
priété aux derniers éléments de la matière, et c'est ainsi que 
Ton considère la pesanteur comme la résultante des attractions 
exercées par toutes les molécules de la Terre sur chaque mo- 
lécule des corps placés à sa surface. 

Ces attractions, qui se manifestent même à de grandes dis- 
tances, lorsque les corps ont des masses considérables, sont 
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compléiemenl négligeables par rapport aux autres actions 
mutuelles appelées actions moléculaires, dont l'intensité est 
très-considérable à des dislances extrêmement faibles, et dé- 
croît très-rapidement lorsque la distance augment e. 

Pour expliquer les différents états des corps, on admet que 
les molécules des corps sont soumises également à des répul- 
sions mutuelles dues au calorique, qui décroissent aussi quand 
la distance augmente, quoique cette hypothèse ne soit ptus 
d'accord avBc les idées qui prévalent maintenant sur la nature 
de la chaleur, comme nous le verrons en Thermodynamique; 
mais on peut la conserver en considérant, si Ton veut, les ré- 
pulsions dont il s'agit comme des forces fictives capables de 
produire les effets observés. 

Il nous suffit maintenant d'avoir égard à la résultante des 
actions attractives et répulsives exercées sur une molécule 
par chacune des autres. Si l'on appelle m, m' les masses de 
deux molécules, r leur distance, on est conduit, par un raison- 
nement semblable à celui du n" 8, à représenter par mm'f{r) 
l'action mutuelle totale de ces deux molécules, /(r) étant une 
certaine fonction de la distance indépendante des masses et 
qui nous est inconnue. Dans les solides, l'action totale d'une 
molécule sur une autre est attractive, et c'est ce 'qui donne 
lieu à la cohésion et à Y élasticité; mais dès que Ton a fait 
éprouver à ces corps des extensions ou compressions même 
très-faibles par rapport à leurs dimensions propres, ou que Ton 
a écarté ou rapproché les molécules constituantes de quantités 
extrêmement petites par rapport à leurs intervalles, ces forces 
attractives n'étant plus suffisantes pour neutraliser l'action des 
forces extérieures, la rupture se produit. 

On conçoit que l'on puisse assigner une imite r, à la dis- 
tance au delà de laquelle un point matérield'un corps n'exerce 
plus d'action appréciable sur un autre point m' de ce corps; de 
sorte que les actions mutuelles exercées par les molécules ' 
du corps sur m se réduisent à celles qui sont comprises dans 
la sphère de rayon r, et de centre m, qui a reçu le nom de 
sphère d'activité. Relativement à m, on peut faire abstraction 
de toute la partie du corps extérieure à la sphère d'activité. 

Dans les liquides, les actions moléculaires mutuelles résul- 

i3 
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lames sont à peu près nulles, quoique attractives; dans les 
g«z, efVtes sont répulsives. 

31. Masse d*un système matériel. — La masse d'un système 
matériel -est la somme des masses des points qui le con- 
stituant. 

Sotit Vie volume d'un corps dont la masse est M; ce corps 
QslMomogène si, en chacun de ses points, la masse comprise 
saus r«ujiiié de volume esi constante; cette masse, représentée 

M 

par ^e rapport — = D, est ce que Ton appelle la densité du 

coxps. Si 4onc on connaît la densité d'un corps, on en aura 
la masse en multipliant le volume par cette densité. 

32. Hypothèse sur la continuité des corps. — Nous n'ap- 
précions que des corps dont les dimensions sont tellement 
grandes, par rapport aux distances intermoléçulaires, que l'on 
peut supposer leurs volumes divisés en parties assez petites 
pour que, tout en renfermant un grand nombre de molécules, 
on puisse les regarder comme des éléments de volume, ce 
qui revient à considérer, d'une manière abstraite, la matière 
comme continue. 

Un corps est hétérogène lorsque la densité varie d'un élé- 
ment de volume à un autre. 

33. De la pression dans les systèmes matériels. — Concevons 
un pian indéfini PP,, que divise en deux parties (A) et (A') un 
système de points matériels, et dans ce plan un élément su- 
perficiel w; soient m, m' deux points matériels appartenant 
respeciivemeni à (A) et (A'), choisis de telle manière que la 
drsoite mm' traverse &>. La masse m sera soumise, comme 
nous l'avons vu, de la part de la masse m', à l'action d'une 
certaine force attractive ou répulsive dirigée suivant mm'; 
'toutes les forces moléculaires pareilles provenant de (A'), tra- 
v^psaiit tk) et supposées transportées parallèlement à elles- 
HÉêmes en un point de cet élément, auront une certaine 
résuUmnteque l'on pourra représenter par /?«, et qui est ce 
que r«on nomme la pression élémentaire exercée par (A') sur 
l^étémefit ca; la quantité p ou la pression sur (ù rapportée à 
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l'unité de surface est ce que Ton appelle tout simplement 
la pression au point du plan PP|. La pression p peut se 
décomposer en deux autres forces, dont l'une p^ est dirigée, 
suivant la normale ON, au plan PP„ et l'autre /^i, dite tangen- 
tielle, est comprise dans ce plan. 

On voit de suite que la pression élémentaire po} n'est 
autre chose que l'efiTort extérieur que l'on devrait exercer 
sur 6>, sans changer les conditions de (Â), si Ton venait à 
supprimer la portion de (A') qui agit moléculairement à tra- 
vers cet élément; il est clair d'ailleurs, par suite de l'égalité 
deux à deux et de sens contraire des actions mutuelles des 
molécules telles que m, m', que la pression exercée par (A) 
sur (A') en est égale à p et de sens contraire. 

Si les molécules de (A) et (A') sont symétriquement grou- 
pées autour de la direction de ON, on dit que le système ma- 
tériel est isotrope par rapport à celte droite; il est clair que 
dans ce cas pt = o on que la pression est normale à PP,. 

Si, quelle que soit l'orientation de ON, on observe la même 
symétrie, le corps est isotrope autour du point 0, et la pres- 
sion est constante, quelle que soit l'orientation de l'élé- 
ment (ô, et de plus normale à cet élément. 

34. Corps solides. — Dans un corps solide à l'état naturel, 
qu'il soit isotrope ou non, homogène ou non homogène, et qui 
n'est soumis à aucune force extérieure, la pression sur tout élé- 
ment plan passant par un point quelconque de ce corps est 
nécessairement nulle. Sous l'action de forces extérieures, il 
se développe, en chaque point de la masse, des pressions nor- 
males et tangentielles, variables avec l'orientation de l'élément 
superQciel &) passant par ce point, et également variables d'un 
point à un autre pour une même orientation. 

Ces pressions, lorsque l'intensité des forces extérieures 
n'atteint pas la limite au delà de laquelle la constitution d'un 
corps serait altérée, ne sont que des résultantes élastiques 
dont nous n'avons pas à nous occuper quant à présent. Nous 
ferons toutefois remarquer qu'il peut arriver que p» ne soit 
pas dirigée suivant la portion de la normale comprise dans (A), 
ou que la pression normale devienne négative, ou encore 

i3. 
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qu'elle devienne une traction; c'est ce qui a lieu notamment 
lorsqu'on soumet un fll métallique, fixé par une extrémité, à 
l'action d'un poids adapté à l'autre extrémité. 

Si deux corps solides (A) et (A') soumis à des forces exté- 
rieures sont en contact, et si l'on considère l'un de leurs 
points de contact a, la surface de contact autour de ce point 
doit avoir une certaine étendue, quoique ayant des dimen- 
sions très-petites, par suite de la compressibilité de la ma- 
tière ; cette surface peut, sans erreur appréciable, être consi- 
dérée comme se confondant avec le plan tangent commun 
aux deux surfaces supposées indéformables. 

Si nous désignons par P la résultante des pressions élémen- 
taires />c«) exercées par (A) sur (A') ou, si l'on veut, l'action du 
premier de ces corps sur le second, cette force se décompose en 
deux, l'une P„ dirigée suivant la normale commune, l'autre P« 
comprise dans le plan tangent. La composante tangentielle 
détermine ce que l'on appelle \e frottement y lorsqu'il y a glis- 
sement ou tendance au glissement de (A') sur (A) ('). 



(^) On peut se rendre compte de la manière suivante de la déformation 
éprouvée par deux corps homogènes en contact, qui ne tendent pas à glisser l'un 
sur Tautre^ en considérant le cas de deux sphères 0, 0' {fig» 36) de même na- 
ture, de rayon R, R', le premier étant supposé plus petit que le second ; soit J 



le centre du petit cercle ab. Le contact aura lieu suivant une petite calotte 
sphérique a\by qui opposera sa convexité au point C; la pression sur un 
élément de la base du de cette calotte, exercée par la sphère C, peut être 
considérée comme étant proportionnelle à la différence des ordonnées de la 
calotte sphérique aK^, de rayon R, et de alb^ c'est-à-dire à la portion h de la 
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Nous verrons plus taH que, dans un grand nombre de cas, 
on peut, comme première approximation, négliger P, de- 
vant P», et c'est ce que Ton suppose en Mécanique ration- 
nelle. Nous supposerons donc, jusqu'à nouvel ordre, que 
l'action mutuelle de (A) et (A') est dirigée suivant la normale 
commune en ce point. 

Une surface fixe sur laquelle un point matériel est assujetti 
à se mouvoir ne pouvant être que la surface d'un corps solide, 
on comprend pourquoi nous avons supposé à priori que la 
réaction d'une pareille surface sur le point mobile lui est nor- 



parallèle à 00' limitée par ces deux surfaces. Nous la représenterons par fikdoiy 
IX étant une con8tante.'La somme de toutes les pressions semblables, qui sont 
toutes sensiblement parallèles, ou la pression totale exercée par la sphère O' 
sur la sphère 0, sera, par suite, 

P = ii/hdoi = fjL Yol.aK^I = ii[\ohaKb — \o],alb). 

Or les Yolumes aKb, a\b sont évidemment proportionnels à naZ X JK, 

Ttai xIJ; de sorte qu'en appelant X une autre constante on peut écrire 
tout simplement 

P=;i;^\jK-IJ). 
Or 

^^=:JK(2R— JK)=2R.JK, 

en négligeant la très-petite longueur JK devant 2R; jo étant le rayon de a 16, 
on a de même 

aS =2joIJ 
et 



a-j) 



On trouverait de la même manière, pour la pression exercée par la sphère 
sur la sphère O', 



p^AaJ /i 



d'où 



aJ /i I \ 
p 2VK KV' 



ce qui exprime que la courbure de la surface de contact est la dem indifférence 
des courbures des deux sphères. Si R = R', on a p = 00 , comme cela devait 
être. 
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maie. Une ligne Gxe est en général Tintersection des surfaces 
de deux corps solides, et sa réaction, sur un point assujetti à 
la parcourir, lui est normale, puisqu'elle est la résultante des 
réactions des deux surfaces. 

35. Des liquides, — Les liquides, comme nous l'avons déjà 
fait remarquer, sont des assemblages de molécules douées 
d'une plus ou moins grande mobilité et qui se déplacent sous 
l'action de faibles efforts. Les liquides se divisent en deux 
classes : i® ceux qui ne peuvent subsister sans être soumis à 
une pression exercée par des corps étrangers sur la surface 
qui les limite, exemples : Teau, Téther, etc.; 2® ceux qui peu- 
vent au contraire exister dans le vide : telles sont les huiles 
fixes ; ces derniers sont généralement visqueux, tandis que les 
premiers sont très-fluides. 

La compressibilité est extrêmement faible dans les liquides, 
c'est-à-dire que pour produire des diminutions relativement 
petites des intervalles intermoléculaires il faut développer des 
pressions énormes. Mais comme, en définitive, la densité en 
chaque point de la masse n'éprouve, dans les phénomènes or- 
dinaires, que des variations insensibles, on peut la considérer 
comme constante ; d'où cette dénomination, trop absolue, de 
fluides incompressibles donnée aux liquides. 

Si, dans certaines conditions d'équilibre, un liquide est iso- 
trope, l'isoiropie ne doit pas cesser d'avoir lieu lorsque, en 
faisant intervenir d'autres forces, il s'établit un nouvel état 
d'immobilité de ses molécules. De sorte que, dans un li- 
quide, la pression est normale à l'élément plan correspondant, 
et est la même pour tous les éléments passant par le même 
point. C'est ce qui constitue le principe de l'égalité dépression 
dans tous les sens dû à Pascal. Mais, à l'état de mouvement, 
la symétrie des molécules autour d'un même point n'existant 
plus, il se développe des composantes tangentielles donnant 
lieu à Aqs frottements. C'est à des composantes de même na- 
ture, développées lorsqu'on cherche à produire un dérange- 
ment dans le système moléculaire, qu'est due ce que l'on ap- 
pelle la viscosité, à peu près nulle dans certains liquides, mais 
qui est loin d'être négligeable dans d'autres. 



i' 
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36. Des gaz. — Les gaz permanents sont soumis à. la loi. de 
Mariotte, c'est-à-dire que, lorsque la température, esl coa^ 
slante, la pression varie en raison inverse du vol uoiâ.^ Saur 
la température, ils suivent la loi de Gay-Lussac. 

A l'état de repos, les gaz sont isotropes et le pnncipefde 
Pascal leur est applicable. Quand ils sont en mouvem^ût^ilse 
produit dans leur masse des composantes tangentielles comme 
dans les liquides. 

37. Des états intermédiaires.^ Lorsqu'on soumettun^corpB 
solide à une température suffisamment élevée, ou* il devrent 
immédiatement liquide sans transition, ainsi que cela^a. lien 
pour la glace, ou il n'arrive à cet état qu'en passant graduelle- 
ment par tous les intermédiaires entre les états solide et li- 
quide, ce qui a lieu généralement pour les métaux. Tous ces 
intermédiaires constituent ce que l'on BiipeMeVétat^pàtmixi. 
D'abord la matière n'est pas suffisamment fluide'pour qu^une 
impression produite sur sa surface par un corps étranger 'd|ë^ 
paraisse complètement quand le contact avec ce corps vient 
à cesser; mais, à une température suffisammentélevée, on ob- 
tient un liquide visqueux qui jouit des propriétés 'éiioaeées 
plus haut. 

Les vapeurs n'obéissent aux lois des gaz permanents que 
lorsque, sous la même pression, elles sont portées à une tem- 
pérature supérieure à celle qui correspond au point de satu- 
ration. On peut expliquer ce fait en considérant la vaf eur^s»- 
tarée comme formée par un gaz permanent contenant dana^sa 
masse un système cloisonné semblable à celui que l'on ob- 
tient en soufflant au moyen d'un chalumeau dans de l'eau de 
savon ou une dissolution de glycérine. A mesure que l'on 
élève la température, la pression restant constante, l'eau des 
cloisons se vaporise et finit par disparaître. 

A l'état d'équilibre de température, l'isotropie doit être ad- 
mise pour les corps pâteux et les vapeurs provenant de corps 
homogènes, comme pour les liquides et les gaz. ^ 

38. Théorèmes de M. Bertrand.— Les systèmes matériels en 
mouvement, quelle que soit leur nature, jouissent de deux pro- 
priétés curieuses que nous croyons devoir faire connaître ici. 
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I® Dans un système moléculaire en mouvement ^ il existe à 
chaque instant et en chaque point de la masse un ou trois élé- 
ments plans dont les molécules se transportent dans un temps 
infiniment petit dans un plan parallèle à cet élément. 

En admettant qu'un pareil élément (ù existe au point A, 
rapporté à trois axes rectangulaires Ox, Oy, Oz, soient 

Xy y, z ses coordonnées ; 

a, (3, y les angles que forme sa normale N avec ces axes; 

U la composante de la vitesse V suivant cette droite, qui, par 

hypothèse, est la même pour tous les points de o); 
M, c, (V les projections de V sur 0^, Oj, Oz. 

Nous aurons 

\} = u CCSa -+- l'COSp -h (VCOS7. 

SI les coordonnées .r4-$, j + rî, z -4- ç se rapportent à un 
point quelconque de w, on a, pour exprimer que N est perpen- 
diculaire à cet élément, 

ç COS a -h yj COS f H- Ç COS7 = O, 

et comme la vitesse U a la même valeur pour le point et A, il 
faut, en négligeant les secondes puissances de Ç, », Ç, que 

d'où, pour les équations du problème, entre les incon- 
nues a. S, y, 

d\} d\] r/U 



<tjc (ly _ (Iz 

COS JL ~ COS j6 COS 7 



ou 



f/ff ^ do dw 

COSX-7- -+- cosp -7- -'- COS7 -j- 

d.r ^ dx ' dx 

COSx 

du r. dv dw 

, , , COSa -- 4- cosp -j- H- COS7 -7- 

(i) ■ '. ((Y ^ dy ' dy 

cos^ 

^di 

dz ^ "^® P dz ' ^"" ' dz 



du « dp dw 

ces X -7- M- cosp -7- -H CO87 -7- 



COS7 



= s, 
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S désignant une inconnue auxiliaire. Pour que ces trois équa- 
tions soient compatibles, il faut que 

(ê-)($-)(;^-) 

(div \ du dv du dv dw du du dw __ 
dz } dy dx dy dz 7Lc dz dx dy ~~ 

Cette équation en S étant du troisième degré aura une ou 
trois racines réelles à chacune desquelles correspondra une 
solution du problème. 

Supposons maintenant que l'on prenne le plan xOy paral- 
lèle à la direction de l'élément que détermine la racine ou 
Tune des racines réelles de l'équation (2). Les équations (i) 
devant être vérifiées par y = o, a = p == 90", il faut que 

dw div 

l'équation (2) est alors satisfaite par 

valeur qui correspond au plan xOy, et ses deux autres ra- 
cines sont 

. . ç^ _ ^ ( du dv\ Il (du dv\^ du dv 

^^) ^^" ~i\d'x'^d^) "^ y'^yTx^Tfy) -^ITyTx' 

et seront toujours réelles lorsque -r ^^ -j- feront de même 

signe. 

Si les trois éléments qui satisfont à la question sont rec- 
tangulaires, on peut prendre les plans coordonnés parallèles 
à leurs directions, et, comme les équations (i) doivent être 
vérifiées par a = 90®, (3 = 90®, y = o, il faut que les dérivées 
partielles de chaque composante de la vitesse par rapport à 
Tune et l'autre des deux autres coordonnées soient nulles, de 
sorte que udx 4- vdy -4- wdz est une différentielle exacte des 
coordonnées. 
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2® Du mouvement estimé dans le plan de Vêlement. 
Supposons que Ton fasse coïncider le plan xOy avec celui 
de 0). 
Soient 

m la molécule qui se trouve au point A, dont les coordonnées 

sont Xy jr; 
^ + $» j -4- >î celles d'une autre molécule m' qui traverse en 

même temps Télément w; 

6 {^inclinaison de la droite mm' sur Ox, définie par tang 6 = t* 

Au bout du temps dt les coordonnées de m, m' sont de- 
venues 



X 



( du ^ du \ , l dv . dv \ 



et tang 6, 



ri -^ \-r \ ->r -r r^ \ dt 



\dx dr ) . ^r [dv du du ^ a\ . T dv . 

\dx djr ) 



Donc 

r/ tang 9 _ 1 d^ 

dt ~~ cos 

et 



d^ (dv du\ dti ,. dv 



1 1\ ^^ ir^dv . > ^[dv du\ du . .^ 

dt dx \df dxj djr 

Posant 



il vient 



dB I 

'j:=-rnn^ X = RcosÔ, Y=Rsinô, 



dx \df dx) dj 



équation qui représente une ellipse ou deux hyperboles, 
dont X et Y sont les coordonnées et R le rayon vecteur. 
• Dans le premier cas, toutes les droites issues du centre de 



PRlr^GIPES GÉNÉRAUX. 2o3 

Tellipse tournent dans le même sens; dans le second, les vi- 
tesses angulaires sont nulles pour les asymptotes, et de 
sens contraires pour les molécules situées dans deux angles 
adjacents formés par ces droites; mais alors les racines de Té- 
quation(3) sont réelles; de sorte qu'il existe un parallélépi- 
pède élémentaire, dont les faces pour un déplacement infi- 
niment petit restent parallèles à elles-mêmes. 

39. Du centre de masse ou de gravité. — Soient 

^y J> ^> x' yfy «'>••• Ics coordonnécs parallèles à trois axes 
rectangulaires Ox, Oj, Oz des points matériels m, m',... 
d*un système dont la masse totale est 

M = m H- w'-+- . . . = Z /;/ ; 

Xy, j,, z, les coordonnées d'un point G déterminées par les 
équations 

Mj, = my H- m'y -r^ . . . = 2 my, 
M2, = mz -\- ni' z' -i-, , ,= 1/nz, 

Supposons que Ton veuille rapporter G, m, m',... à trois 
axes parallèles aux premiers, et soit a l'abscisse de la nouvelle 
origine, on a identiquement 

M^ — am -+- am' h- . . . , 

et, par suite, 

M (JT, — o) = m (.r — ^) -h m'[x' — a) = .,,= Im (x — a), 

d'où il suit que, pour les nouveaux axes, le point G jouit en- 
core de la propriété exprimée par les équations (i) qui ont 
servi à le déterminer. 

Il en est encore de même quelle que soit l'orientation des 
axes autour du point 0; car concevons que ce point soit sol- 
licité par des forces m, Ont, m'.Om',. . ., dirigées de vers 
m, m'..,. La projection de leur résultante R sur Ox, par 
exemple, étant Imx ou Mjt,, il s'ensuit que G est situé sur la 
direction de R à une distance de l'origine donnée par 

R 
' M 



/ 
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Ainsi donc, quel que soit le choix des axes coordonnés, les 
équations (i) définissent un point unique auquel on a donné 
le nom de centre de masse ou de gravité. On verra plus loin 
d'où vient cette dernière dénomination. 

Les produits tels que mx^ m! x' ,,.. sont ce que Ton appelle 
les moments des masses m, m',,,, par rapport au plan des mo- 
ments zOy\ Mûfl est aussi le moment, par rapport au même 
plan, du centre de gravité du système où l'on supposerait toute 
la masse concentrée. 

Si les masses m, m', ...sont toutes situées dans un même plan 
ou sur une même droite, leur centre de gravité est situé dans 
ce plan ou sur cette droite. Cela résulte immédiatement des 
équations (i), en supposant que Ton fassecoïncider^OjouOz 
avec le plan ou ia droite. 

Les mêmes équations montrent aussi que : pour les sys- 
tèmes semblables et semblablement situés^ les centres de gra-- 
vite sont des points homologues. 

40. Centre de gravité de deux systèmes dont on connut t les 
centres de gravité respectifs. — Construire le centre de gravité 
d'un système. — Supposons que Ton connaisse les centres de 
gravité G„ G, de deux systèmes matériels de masses M, = 2/n„ 
M2 = 2/na, et que Ton veuille déterminer le centre de gra- 
vité G de la masse totale M := MiH- M,. Pour simplifier, nous 
ferons coïncider G, avec l'origine et G,Ga avec 0^; la pre- 
mière des équations (i) donne immédiatement 

M.GG, = Mj.GjG,, 

d'où, en remplaçant M par sa valeur, 

M,.GG, =M2.GGj; 

c'est-à-dire que le centre de gravité G divise la distance des 
points Gi, Ga en raison inverse des masses où elles peuvent 
être censées concentrées. 

Pour construire lecentrede gravitédu système m,m',m^y..\y 
on peut donc s*y prendre ainsi qu'il suit : on divisera la dis- 
tance mm', au point a, en deux segments ma, am' proportion- 
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nels à m' et m; a sera le centre de gravité de m h- m' ; on divi- 
sera de même am" en deux segments aè, 6/n" proportionnels 
à m" et m -f- m'; b sera le centre de gravité de m 4- m' -4- m*", et 
ainsi de suite jusqu'au moment où l'on sera arrivé au centre 
de gravité de tout le système. 

Ce mode de composition ne diffère en rien de celui des ro- 
tations de même sens autour d'axes parallèles (36, T* Partie). 

k\ . Propriétés mécaniques du centre de gravité. — Par la 
différentiation, la première des équations (i) donne les sui- 
vantes : 

;' ., r/.r ^ dur 

l M-7-i =1.111 -ri 
\ dt dt 

(a) < 

) i^.d'^x. ^ d'x 

l dt^ dt' 



qui expriment que, en projection sur un axe, la somme des 
quantités de mouvement ou des forces d'inertie des différents 
éléments du système matériel est égale à la quantité de mou- 
vement ou à la force d'inertie du centre de gravité où toute la 
masse serait concentrée, ce qui signifie en d'autres termes 
que : 

I" «Si Von transporte parallèlement à elles-mêmes au centre 
de gravité les quantités de mouvement ou les forces d'inertie 
du système, leur résultante est la quantité de mouvement ou 
la force d'inertie du centre de gravité où toute la masse 
serait concentrée. 

La première des équations (2), mise sous la forme 

(3) 2///-^(x-x.) =0, 

exprime que, en projection sur un axe, la somme des quantités 
de mouvement de m, m',..., dues à leurs vitesses relatives par 
rapport au centre de gravité, est constamment nulle; ou en- 
core que : 

2® Les quantités de mouvement des éléments du système, 
dues à leurs vitesses relatives par rapport au centre de gravité, 
considérées comme les forces transportées parallèlement à 
elles-mêmes à ce centre, s'y font équilibre. 
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Soient 

z„ z\y.,. les distances respectives à un plan horizontal des 
masses m, m',..., supposées soumises uniquement a Fac- 
tion de la pesanteur au bout du temps /; . . 

Zf a',... ce que deviennent les distances à une autre époque. 

Entre les deux époques les travaux développés par la pe- 
santeur sur m, m',,., seront 

et leur somme ou le travail total développé sur toute la masse 
par la pesanteur, 

g(lmz-^^mz,) = g[Mz^-U (z,\] = Mg[z, ~'(z,)o]» 

(2i)o, Zi étant les coordonnées du centre de gravité de M aux 
deux instants précités. Le produit Mgest, pour un motif 
que nous ferons connaître ultérieurement, ce que l'on appelle 
le poids total du système. Donc : 

3" Le travail développé parla pesanteur sur un système ma- 
tériel est le même que si toute sa masse s*étail concentrée en 
son centre de gravité. 

Supposons que, à un instant quelconque, M se compose de 
deux parties Mi et M2; que, à un autre instant, M puisse être 
considéré comme se composant dedeux autres parties M',, M\ 
respectivement équivalentes aux précédentes, mais de ma- 
nière que les centres de gravité de Mi et M', coïncident. On 
reconnaît sans peine, en prenant les moments par rapport à 
un plan horizontal, que, dans l'intervalle considéré, le tra-- 
vail dû à la pesanteur agissant sur M est le même que si M, 
était venu se transporter enM\, 

4" La somme des forces vives d'un système matériel est égale 
à la force vive du centre de gravité oà toute la masse serait 
concentrée, augmentée de la somme des forces vives dues au 
mouvement relatif du système par rapport à ce centre, (Théo- 
rème attribué à Kœnig.) 

Soient x', y, z^ les coordonnées de la masse m par rap- 
port à trois axes mobiles Gx\ Gy, Gz' passant par le centre 
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de gravité, el qui restent constamment parallèles aux trois 
axes Gxes. On a 

x---=x^-\-x\ X=r,-^y\ z==z^^z', 
(jf dc^ dv^ dy^ __ dr, dv* dz _ dz^ dz' 
dt '^ ~di '^ lÏÏ' dt~'lF'^~di^ di^'dt^di' 

« 

d'oii, pour la force vive du système, 

^ /dx' dy' dz'\ 

''"\d?^d?-^7û^) 

-./r/.r; dy] dz]\ dx. dr' ^ fdx"^ dy"' dz"\ 

= ^\liF^dF^dFr^dF'-^''^^-'^^ 

Soient 

V la vitesse du point /n; 

W la vitesse relative par rapport au centre de gravité; 

V, la vitesse de ce centre. 

dx' 
En remarquant que2ma;':=:o, d'où 2ni -^ — o,..., l'équa- 
tion ci-dessus devient 

résultat conforme à renoncé. 

42. Moments d'inertie. — La somme des produits des 
masses des molécules, qui constituent un système matériel, 
par les carrés de leurs distances respectives à un axe, est ce 
que Ton appelle le moment d'inertie du système par rapport 
à Vaxe. 

Les moments d'inertie jouant un rôle très-important en 
Mécanique, nous allons dès à présent en étudier les princi- 
pales propriétés. 

43. Relations entre les moments d* inertie par rapport à 
deux axes parallèles. — Soient (^g. 87) 

Oz, O'V deux axes parallèles; 

00' or la perpendiculaire abaissée d'un point ,de 03 

surO'z'; 
Oy la perpendiculaire en au plan des deux axes; 
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n la projection d'un point m du système matériel sur le 

plan y-Ox; 
np la perpendiculaire abaissée de n sur Ox; 
nO = r, nO'= r' les distances de n ou m à Oz, O'z'; 
a = 00',Op = x; 

M = 2m la masse totale du système; 
Xi, X les coordonnées, parallèles à Ox, du centre de gravité 

de cette masse et du point m. 

Fig. 37. 




Le triangle OnO' donne 

En multipliant cette égalité par la masse m et faisant la 
somme des équations analogues à celle qui est ainsi obtenue, 
pour tous les points du système, on trouve 

De sorte que, si Ton connaît le moment d'inertie 2 mr^ autour 
d*un axe Oz, on pourra facilement calculer le moment d'inertie 
par rapport à un axe quelconque O'z' parallèle au précédent. 
Si Oz passe par le centre de gravité du système, on a ^, = 0; 
par suite 

Ainsi donc : le moment d'inertie d'un système matériel 
par rapport à un axe est égal au moment d'inertie relatif à 
un axe parallèle au premier, passant par le centre de gra- 
vité, augmenté du produit de la masse totale par le carré de 
la distance des deux axes. 

Il suit de là que le plus petit des moments d'inertie par 
rapport aux axes parallèles à une direction déterminée corres- 
pond à celui de ces axes qui passe par le centre de gravité. 
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Soient 

I, r, V les moments d'inertie du système par rapport aux 
axes Oz, O'z', 0''z*' parallèles à une même direction, dont 
le premier est censé passer par le centre de gravité; 

a', a" les distances respectives de Oz à 0' z' et 0"s''. 

On a 

d'où 

formule qui permet d'obtenir directement l'un des moments 
d'inertie I' et F, connaissant l'autre. 

W, Relations entre les moments d'inertie autour d'axes 
passant par un même point. — On voit, d'après ce qui pré- 
cède, que le problème relatif à la recherche des moments 
d'inertie se ramène à déterminer le moment d'inertie d'un 
corps par rapport à un axe quelconque OU (Jlg, 38), passant 

Fig. 38. 




par un point fixe 0, en fonction des angles a, (3, y qu'il forme 
avec trois axes fixes rectangulaires 0^, O/-, Oz passant par le 
même point et d'autres éléments, dépendant de la forme et 
de la nature du corps, dont le calcul fera seul connaître les 
expressions. 

. Soient or, j, z les coordonnées d'une molécule m du corps, 
et mP = r sa distance à l'axe OU; on a 

r^^Om — OP = x'-+-j^*-+-2'— (.rcosa-+-7COsp-h ZCOS7)* 

= x*sin*a -+- j^sin'p -f- z^sin^y — acosacosp^^ 
— 2 COSa COSyxz — 2C0SP COS7/Z. 

'4 
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En multipliant par la masse m et ajoutant membre à membre 
les équations semblables établies pour tous les points du sys* 
tème, on trouve pour le moment cherché 

( 2wH= sin*a2i7i:c*-+- sin'ps/w/'-h sin'yS/wz*— 2 COS a cos^^ ni xjy 

(i) \ - 

( — 2C0SaC0S72lW:r2 — 2C0SpC0S72l7IJ3. 

Posons 

A= 2/71 (j'-f- z*), 

D = Imxj,, E = lmxz^ ¥ = Inij-z, 

Les trois premières de ces quantités, que Ton peut sup- 
poser connues de même que les trois autres, sont les mo- 
ments d'inertie du corps par rapport à Ox, O7, Oz. 

On reconnaît facilement que 

B -^^ C ~ A 
lmx^ = 

lfnz^ = 

et en remarquant, par exemple, que 

sin*p H- sin*7 — si n'a = acos'a, 

réquation ( i ) devient 

l 2w/-'= Acos^a -h Bcos'P -+-Ccos'7— aDcosacosp 
(2) \ 

( — 2Ec0SaC0S7 — 2FCOSPCOS7. 

Portons sur la direction OU, à partir du point O, une lon- 
gueur 

et soient 

Ç = pC03a, >3 = pC0Sp, (;=pC0S7 

les coordonnées du point K; la formule (2) donne, en y iniro- 





% 




A 


-4-C- 


B 




2 




A 


-hB 


-C 
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duisant ces coordonnées en remplacement des cosinus des 
angles, 

(3) AÇ'4-B/3'-hC?;^~2D?>î-2EÇÇ-2F>i^ = i, 

équalion qui représente un ellipsoïde rapporté à son centre, 
et qui a reçu le nom ^'ellipsoïde central. 

En supposant que Ton fasse coïncider les axes coordonnés 
avec les diamètres principaux de l'ellipsoïde, il vient 

(4) A?'-+-B«^-+-«'=i. 

Il existe donc pour chacun des points du système matériel 
trois directions rectangulaires pour lesquelles les sommes des 
produits des masses des molécules , par leurs coordonnées 
plaises deux à deux, sont nulles. 

Ces trois axes, qui sont ceux de l'ellipsoïde central, ont reçu 
le nom ù'axes principaux d'inertie; les moments d'inertie 
correspondants sont les moments principaux d*inertie du 
corps. 

Pour que Oz soit un axe d'inertie principal, sans qu'il en 
soit de même de Ox et 0/, il faut que l'équation (3) ne ren- 
ferme, parmi les doubles produits, que le terme en yjÇ, ou 
que 

c'èst-à-dire que les sommes des produits de la masse de cha- 
cun des points matériels par sa coordonnée correspondant à 
Taxe considéré et par chacune des deux autres soient nulles. 
Considérons une tranche du système ayant dz pour épais- 
seur, perpendiculaire à Oz, de masse m', et soient x\^y\ les 
coordonnées de son centre de gravité parallèles à 0^, 0/; 
nous aurons pour cette tranche 

l^mxz = zlmx = z/w'j/,, 
Imyz — zlnijr = zm*y\^ 

et pour tout le corps 

Imxz = J,m'zaf^ , 
Imjrz = l.m' zjr\. 

On voit ainsi que le calcul de ces deux quantités est ramené à 

i4. 
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celui de la courbe matérielle formée par les centres de gravité 
des tranches où les masses correspondantes seraient concen- 
trées. 
Si Ton connaît les axes et les moments principaux d'inertie 
• pour le point 0, le moment d'inertie par rapport à un axe de 
direction quelconque passant par la même origine sera, d'a- 
près l'équation (2), 

(5) 2/»/^= Acos^an- Bcos*p-h C 008*7. 

Supposons A >> B >> C, nous aurons 

J 2wr' r^ A - (A - B) cos'^ - (A - C) cos'7 

ce qui montre que ce moment d'inertie est compris entre le 
plus grand et le plus petit des moments principaux d'inertie. 

Si deux moments d'inertie principaux sont égaux, l'ellip- 
soïde principal est de révolution autour du troisième axe et 
les moments d'inertie sont égaux pour tous les axes compris 
dans le plan des premiers. 

Lorsque les trois moments sont égaux, l'ellipsoïde central 
est une sphère et les moments d'inertie ont la même valeur 
pour tous les axes passant par l'origine. 

45. Les axes principaux d'inertie en un point d*un axe 
principal du centre de gravité sont parallèles à ceux qui 
passent par ce centre. — En effet, si l'on considère, par 
exemple, un point de Oz situé à la distance c du centre de 
gravité 0, on a, par hypothèse, 2/nz/*= o, puis 

2/?i(z — c)y = l.mzy — c^my = o, 

et de même 

2/w(a — c) jc = o, 

ce qui démontre le théorème énoncé. 

46. — Points pour lesquels tous les moments d'inertie sont 
égaux. — Supposons, comme précédemment, que 0^, Oj, 
Oz soient les axes principaux d'inertie relatifs au centre de 
gravité 0, et soient a, fr, c les coordonnées parallèles à ces 
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axes de l'un 0' des points cherchés, 0'x\ O'j', 0'^' les pa- 
rallèles en 0' aux mêmes axes. 
On a, par hypothèse, 

2//?j7 = Imjr — 2/wz = l.mxy = l.mxz = l.myz — o. 

Or, pour q^ie (^' x\ O'j', O'z' soient des axes principaux 
d'inertie pour le point 0', i! faut que 

l.m[x — a] [y — h) = l.m[x — a] [z — c) — l.m['y — h)[z — c) = o , 

ce qui, en développant les calculs et d'après les formules pré- 
cédentes, exige que 

( 7 ) ab = ac = bc = o^ 

ou que deux des coordonnées a, 6, c soient nulles. 
Supposons que Ton ait 

b = Oj c = o, 

ou que le point 0' se trouve sur 0^. 

Les trois moments principaux d'inertie relatifs au point 0' 
devant être égaux, il vient 

(8) A-- B-f-Mû=^=C4-Mû^ 

ce qui exige que 

B = C, A>BouC. 

Dans ces conditions, la formule (8) donne 



a= ±1 



sf- 



M 



Ainsi il existe dans un système deux points pour lesquels 
tous les moments d'inertie sont égaux, lorsque deux des mo- 
ments d'inertie principaux relatifs au centre de gravité sont 
égaux, et que le troisième est le plus grand. Ces deux points 
sont symétriquement situés par rapport au centre de gravité, 
et sont placés sur l'axe principal passant par ce centre et pour 
lequel le moment d'inertie est plus grand. 
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kl. Rayon de gyration. — Pour simplifier certaines for- 
mules, il arrive que Ton représente un moment d'inertie I 

par l'expression 

I = MK^ 

K étant une longueur que Ton déterminera lorsque Ton con- 
naîtra I , et qui a reçu le nom de rayon de gyration. 



APPENDICE AU § I. 

I. — DÉTERMINATION DU CENTRE DE GRAVITÉ DES CORPS HOMOGÈNES. 

Dans les corps homogènes, les volumes qui sont propor- 
tionnels aux masses pouvant être substitués à ces dernières, 
on est rcmené à déterminer les centres de gravité des volumes 
des corps. 

Si la surface d*un volume a un plan diamétral^ le centre de 
gravité du volume est situé dans ce plan. Cela tient à ce que 
le volume peut être décomposé en couples d'éléments cylin- 
driques perpendiculaires au pian, de même base et de même 
hauteur, situés de part et d'autre du plan qui renferme ainsi 
le centre de gravité de leur ensemble. Il suit de là que, si le 
système a deux ou trois plans diamétraux, leur intersection 
est le centre de gravité du corps. 

Si un volume à surface continue ou polyédrique est doué 
d'un centre, ce point est le centre de gravité du volume: car 
ce volume peut se décomposer en couples d'éléments co- 
niques équivalents, opposés par le sommet, déterminés par 
une droite qui se mouvrait aâtour du centre de figure qui est 
ainsi le centre de gravité de chaque couple. On voit ainsi que 
le centre de gravité d'un parallélépipède se trouve au point 
de (rencontre de ses diagonales, et que celui d'une sphère ou 
d'un ellipsoïde se trouve au centre de figure. 

Si ira volume peut être divisé en tranches infiniment minces 
par des plans parallèles à une direction donnée, de manière 
que les centres de gravité des sections correspondantes se 
trouvent sur une droite, le centre de gravité des tranches ou 
du volume considéré sera situé aussi sur cette droite. 
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Si Ton conçoit que le vojume V d'un corps, dont on veut 
déterminer le centre de gravité, soit décomposé en parallélé- 
pipèdes élémentaires dont les arêtes soient parallèles à trois 
axes fixes rectangulaires, on a 

V = iiidxdfdz. 

En prenant les moments par rapport aux plans coordonnés, 
les coordonnées x^ /i, z, du centre de gravité de Vi seront 
déterminées par les relations 

V^, = iijxdxdydz , 
V 2, = /// zdxdy dz. 

Centre de gravité d'une ligne. — Considérons un volume 
terminé par une surface canal dont Taire co du profil généra- 
teur soit infiniment petite, et soit 5 la longueur de Tare de la 
ligne directrice correspondant au volume. On a 

dy = (ods, V = w^, 

Ji = -^ iyds, 

z. = - fzds, 

^1, ji, Zi sont les coordonnées de ce que Ton peut appeler le 
centre de gravité de la ligne directrice. On est ainsi conduit à 
considérer les centres de gravité des lignes, ? 

D'après les observations que nous avons faites plus haut 
relativement à la symétrie, le centre de gravité d'une droite 
se trouve en son milieu, et celui du contour d'un parallélo- 
gramme au point de rencontre de ses diagonales. 

Exemples. 

I® Centre de gravité du contour d'un triangle. — Joignons 
les milieux m, », p (fig. 89) des trois côtés AB, BC, AC du 
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triangle ABC; le centre de gravité q des deux côtés AB, BC 
est déterminé par 

mq _ BC _ mp 
nq ~ XB~ np 

d'où 

mq _ mp 
nq ~ np 

ce qui prouve que la droite /?^, sur laquelle se trouve le centre 
de gravité du périmètre, est la bissectrice de Tangle mpn\ 




ce point coïncide ainsi avec le centre du cercle inscrit dans 
le triangle mpn. 

2* Centre de gravité d'un arc de cercle, — Ce centre se 
trouve évidemment sur le rayon 0^ mené au milieu de cet 
arc. Soient 

R le rayon ; 

9 l'angle formé avec 0^ par un rayon quelconque Om; 

2(pt Tangle au centre de Tare; 

c = aR sincp, la corde de Tare. 

On a 

X = Rcos^; 

d'où 



expression qu'il est facile d'interpréter géométriquement. 



3" Centre de gravité d'un arc d* hélice. — Le plan perpen- 
diculaire aux génératrices du cylindre, mené au milieu de 
l'arc de l'hélice, renferme le centre de gravité cherché; car 
l'arc peut être décomposé en éléments égaux situés de part 
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et d'autre du plan et à égale distance de ce plan; et, comme 
ces éléments sont proportionnels à leurs projections sur le 
plan, il s'ensuit que le centre de gravité de l'arc d'hélice 
coïncide avec celui de l'arc correspondant de la section droite 
du cylindre déterminé par le plan ci-dessus. 

Centre de gravité d'une surface. 

Considérons un corps terminé par deux surfaces parallèles 
distantes de la quantité infiniment petite e, et soit da un élé- 
ment superficiel de la surface extérieure. 

On peut prendre 

dW = idfj, d'où V = s(7, 
et l'on a 

x,= -ixdrT, 

•îp|> Ji» Zi sont aussi ce que l'on peut appeler les coordonnées 
du centre de gravité de la surface o*. 

Il est évident, par les mêmes raisons de symétrie que celles 
que nous avons données plus haut pour les volumes et les 
lignes, que le centre de gravité de l'aire d'un parallélogramme 
se trouve au point de rencontre de ses diagonales. 

Exemples. 

1° Centre de gravité d'un triangle, — Soit I le milieu du 
côté AC opposé au sommet B ; BI renferme les centres de gra- 
vité des parallélogrammes inscrits obtenus en menant des pa- 
rallèles équidistantes à AC, et à leurs intersections avec AB 
et BC, des parallèles à cette même droite BI. Il en est, par suite, 
de même du centre de gravité du triangle, qui est la limite du 
système de ces parallélogrammes, lorsque leur hauteur dimi- 
nue indéfiniment. 

Donc le centre de gravité de Faire d'un triangle est le 
point de rencontre des médianes, et divise, par conséquent, ces 
médianes au tiers de leurs longueurs, à partir de chaque côté. 
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Si Ton s'imagine que les sommets soient formés par trois 
masses égales, le centre de gravité de deux quelconques 
d'entré elles sera situé au milieu du côté correspondant, et leur 
centre de gravité commun sur la droite qui va de ce milieu au 
sommet opposé, centre de la troisième ; d'où il suit que le 
centre de gravité d'un triangle est le centre des moyennes dis- 
tances des trois sommets. 

On reconnaît sans peine que le centre de gravité de la pro- 
jection d'un triangle sur un plan est la projection du centre 
de gravité de ce triangle. 

2® Centre de gravité d'un trapèze. — Soient (fig* 4^) 

Fig. 4o. 
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/ 
/ 



11 



■■V — 



A U I B 



AB = B la base inférieure ; 

CD = 6 la base supérieure ; 

h la hauteur du trapèze ABCD ; 

G le centre de gravité du trapèze qui se trouve évidemment 
sur la droite Kl joignant les milieux des côtés AB et CD, et 
qui passe par riniersection T des droites AC et BD prolon- 
gées; 

x, y les distances de G aux droites AB et CD. 

Menons par le point C une parallèle à DB limitée en H à la 
base AB. En prenant les moments des aires de ee trapèze d'une 
part, du triangle ACH et du parallélogramme ,CHBD de l'autre, 
par rapport à la base inférieure AB, on trouve 

i i ^X = B — M - - -4- ^A - = TT B H- %h]. 

Pour la base CD, on a de même 

'—^ /27=g(2B-+-^), 
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d*où 

X _ B -+- 2^ 

y~ 1^ -^ b 

Pourdéterminer G portons, sur les prolongements respectifs 
de AB et de DC, BF = 6, CE = B, la droite EF coupera IK au 
centre de gravité G du trapèze : c'est ce qui résulte de la simi- 
litude des triangles ËGK et IGF. 

3** Centre de gravité d'un quadrilatère ABCD (Jig* 40» — 
Menons la diagonale BD, qui décompose la figure en deux 




triangles ABD, BCD de même base BD, et dont les médianes 
AL et CL contiennent les centres de gravité g, g^ de ces trian- 
gles; de sorte que Ton a 



^-L:::.iAL, g^'L = J CL. 



Traçons la seconde diagonale AC coupant en I la première, 
qui est elle-même coupée en Kpar g'g'.Le centre de gravité G 
du quadrilatère devant diviser la dislance gg^ en parties réci- 
proquement proportionnelles auxaires des triangles ABD, BCD, 
qui sont entre elles comme leurs hauteurs Aa, Ce, relatives 
à la base commune BD, ou comme gK esta g^K, on recon- 
naîtra sans peine que Ton déterminera le point G en portant 
la longueur gK de g^ en G sur gg' pour obtenir le centre 
de gravité demandé. 

Maintenant, soit l'intersection de la diagonale AC avec le 
prolongement de LG ; on voit de suite que CO = AI, LG = f LO. 
Le point défini par l'égalité de AO et de CI a reçu de Pon- 
celet le nom de point de section sous-contraire de la diago- 
nale AC. On a donc ce théorème : 

Le centre de gravité d'un quadrilatère est situé à l'inter- 
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section des droites qui joignent le milieu de chaque diagonale 
avec le point de section sous-contraire de l'autre diagonale^ 
et ce centre est situé sur chacune de ces droites, au tiers de la 
longueur, à partir des milieux respectifs. 

4® Centre de gravité d'une aire polygonale ou d'un poly- 
èdre quelconque. — On obtiendra le centre de gravité d'une 
aire polygonale en décomposant celte aire en triangles, dont 
on déterminera les centres de gravité respectifs; puis, en 
appliquant à leur ensemble le théorème des moments par 
rapport à des axes si Taire est plane, ou à des pians coordon- 
nés s'il en est autrement, on déterminera les coordonnées du 
centre de gravité générai. On opérera de la même façon pour 
un polyèdre en le décomposant en tétraèdres. 

Méthode par recoupements. — Nous avons vu comment on 
détermine graphiquement le centre de gravité d'un triangle, 
par le recoupement de ses médianes. Il est évident que Ton 
peut construire de même le centre de gravité d'un polygone, 
si Ton joint par une droite le centre de gravité d'un triangle, 
déterminé par deux côtés consécutifs du polygone, avec le 
centre de gravité du surplus de Taire totale; cette droite et 
toutes ses analogues s'entrecouperont naturellement au centre 
de gravité de Taire dont il s'agit. 

Quand le polygone plan est dans l'espace, la même construc- 
tion, exécutée en projection sur un plan quelconque, fait éga- 
lement connaître la projection du centre de gravité de Taire, 
en se rappelant que les aires en projection sont proportion- 
nelles à celles qui leur correspondent dans Tespace. On dé- 
duit aussi de là un moyen de déterminer graphiquement le 
centre de gravité de cette aire par ceux de ses projections jsur 
deux plans. 

De ce que là projection du centre de gravité d'une section 
plane quelconque d'un prisme sur le plan d'une section droite 
est le centre de gravité de Taire de cette dernière, il résulte 
que le lieu géométrique des centres de gravité de toutes les 
sections planes faites dans un prisme ou cylindre quelconque 
est une droite parallèle aux arêtes ou génératrices. 
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Folume d'un tronc de prisme ou de cylindre, — Décom- 
posons le volume en deux troncs par un plan perpendicu- 
laire aux arêtes, et considérons l'un de ces troncs j)artiels. 
Soient 

rfw un élément superficiel de la troncature w; 

d(ù' sa projection sur la base; 

z la distance de ces deux éléments; 

a Tangle que forme la troncature avec la base. 

On a 
et pour rexpression du volume 

Zi étant la distance à la base du centre de gravité de la tronca- 
ture. Le volume du tronc de prisme ou de cylindre droit est 
donc égal au produit de sa base par la distance de son centre 
de gravité à celui de la troncature. 

Soient z\ l'équivalent de z^ pour le second tronc partiel, 
w' Taire de la section droite : le volume total sera û)'(2,-f- z'J, 
c'est à-dire que le volume d'un tronc de prisme ou de cy- 
lindre est égal au produit de l'aire de sa section droite par 
la distance des centres de gravité de ses bases. 

Formules relatives à une aire plane limitée par un contour 
continu, — Soient 

y' et y" les ordonnées du contour correspondant à l'ab- 
scisse :ren fonction de laquelle elles sont censées connues; 
û l'aire qu'il détermine. 

Le centre de gravité de l'élément (y^' — y'*)dx ayant pour 



./' 



ordonnée '• — ? on voit que 



X^=--~f(y-'X'')dx, 



et l'on a une formule semblable pour déterminer x^. Dans le 
cas d'un secteur ou d'un segment de cercle, il sera plus simple 
d'employer les coordonnées polaires. 
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S'il s'agit d'un secteur ou d'un segment de Taire d'une el- 

lipse définie par l'équation —^-{-'-j-=:i, on est ramené au cas 

du cercle d'un rayon égala l'unité, en posante = «Ç, ^'^^ bn, 
puisque alors on a 

et par suite 

Du centre de gravité des volumes. 

ËlEMPLES. 

1^ Le centre de gravité d'un prisme ou d'un cylindre quel- 
conque est au milieu de la droite qui joint les centres de gra- 
vité de ses bases. — Pour s'en convaincre, il suffit de remar- 
quer que l'on peut considérer le prisme comme composé 
d'une infinité de tranches infiniment minces déterminées par 
des plans parallèles aux bases de même hauteur, et dont les 
centres de gravité respectifs sont situés sur une droite au milieu 
de laquelle se trouve par suite le centre de gravité du solide- 

tP Centre de gravité d'un tétraèdre ABCD [Jig, 42). — Joi- 
gnons le centre de gravité de la base ABC au sommet op- 
posé D. L'intersection o de la droite DO avec le plan d'une 



section quelconque abc, parallèle à la base, est le centre de 
gravité de cette section : c'est ce qui résulte de la similitude 
des triangles. 



PRINCIPES GÉNÉRAUX. 223 

Toutes les iVanches prismatiques infiniment minces de 
même épaisseur, parallèles à la base ABC dont les arêtes sont 
parallèles à DO, dans lesquelles on peut décomposer le té- 
traèdre, ayant leurs centrés de gravité situés sur DO, il s'en- 
suit que cette droite passe par le centre de gravité cherché. 
Donc : 

Le centre de gravité G d'un tétraèdre est V intersection 
des quatre droites qui joignent les sommets aux centres de 
gravité des faces respectivement opposées^ au quart de cha- 
cune d'elles à partir de la face. On reconnaît aussi que : 
1° G 5e trouve à V intersection des quatre droites qui joignent 
deux à deux les milieux des arêtes opposées du tétraèdre; 
2° la distance de G à une face quelconque est égale au quart 
de la hauteur du sommet opposé au-dessus de cette face; 
3** le centre de gravité d'un tétraèdre, considéré en pro- 
jection sur un plan quelconque, s'obtient par l'intersection 
des droites qui joignent les milieux des projections des arêtes 
opposées; 4° ce point est le centre de gravité de quatre boules 
égales dont les centres coïncideraient avec les sommets du té- 
traèdre, et par suite le centre des moyennes distances des 
quatre sommets. 

S'il s'agit d'une pyramide à base quelconque, on peut la 
considérer comme l'ensemble de tétraèdres de même som- 
met ayant pour bases les triangles dans lesquels on peut dé- 
composer la base de la pyramide. Or le centre de gravité de 
chacun de ces tétraèdres est situé à la même hauteur au- 
dessus du plan de leurs bases, c'est-à-dire au quart de la hau- 
teur de la pyramide; donc les centres de gravité de tous les 
tétraèdres sont situés dans un plan parallèle à celte base, ainsi 
que leur centre de gravité de leur ensemble. On voit, de plus, 
que ce centre est situé sur la droite qui joint le sommet dé 
la pyramide au centre de gravité de la base, en concevant que 
le volume soit décomposé, parallèlement à sa base, en tran- 
ches infiniment minces. 

Ces mêmes conséquences s'étendent évidenimenl au cône. 

Donc : 

Le centre de gravité d'une pyramide ou d'un cône quel- 
conque est situé sur la droite qui joint le sommet au centre 
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de gravité de la base, et au quart de cette droite à partir de la 
base. 

On reconnaîtra sans peine que, en projection sur un 
plan quelconque, le centre de gravité de la pyramide ou du 
cône peut se déterminer en traçant la droite qui joint la pro- 
jection du sommet avec le centre de gravité de la projection 
de la base, et la divisant au quart à partir de ce dernier 
point. 

3" Centre de gravité d'un tronc de pyramide ou de cône 
à bases parallèles quelconques, — Le centre de gravité du 
tronc {Jig, 4^) se trouve évidemment sur la droite qui joint 
les centres de gravité et o des deux bases ABC, abc\ de sorte 

que tout se réduit à déterminer le rapport — des distances du 

centre de gravité du tronc à la base inférieure et à la base su- 
périeure. 

Considérons d'abord le cas d'un tronc de pyramide à bases 
triangulaires. Soient 

B la base inférieure, 
b la base supérieure, 
H la hauteur. 

Supposons que le volume soit décomposé en trois té- 
traèdres : 

Le tétraèdre ABC6, dont le volume est jBH et la dislance 
du centre de gravité à la base inférieure jH; le tétraèdre 
abcC dont y6H est le volume, et la distance du centre de 

gravité à la base|H; le tétraèdre abCk dont |Hv^B6 est le 
volume et dont la distance lU, du centre de gravité à la base 
inférieure, est la moyenne des distances de ses sommets à 
cette base. En prenant les moments par rapport au plan ABC, 
on a 

lu A /r7;\H BH h i^H 3H h y^aH 



OU 



(B-f ^H- v/B6)a: = 5(B4-3^4-2v/B^). 
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En prenant les moments par rapport à la base supérieure, 
on aurait de même 



d'où 



4 
r"6-^3B-+-2v/BÏ 



Considérons maintenant un tronc de pyramide à bases quel- 
conques, dont je désigne par A la base inférieure, et par a la 
base supérieure, et supposons qu'on le décompose en troncs 
de pyramides triangulaires, au moyen de plans menés par Tune 
des arêtes latérales, et passant par toutes les autres. Les bases 
inférieure et supérieure de chaque tronc de pyramide trian- 
gulaire étant respectivement proportionnelles à A et a, il 
s'ensuit que les centres de gravité de ces troncs partiels, et par 
suite le centre de gravité du tronc total, se trouvent dans un 
plan, parallèle aux bases, qui divise la hauteur dans le rap- 
port 

.2* _ A-H 3« -h ay^Âfl 

/ a -h 3A-t-2v/Art 

La position du centre de gravité du tronc, sur la droite qui 
joint ceux de ces bases parallèles, est donc parfaitement déter- 
minée. 

Ce résultat s'étend évidemment à un tronc de cône à bases 
parallèles quelconques. 

S'il s'agit, en particulier, d'un tronc de cône à bases circu- 
laires, et si R et r sont les rayons des bases, on a 

j: R'H-3r'-t-2Rr 
7""r'-f- 3R'-h2Rr* 

4° Centre de gravité d'un polyèdre quelconque. — On ima- 
ginera le polyèdre divisé en tétraèdres ayant un sommet com- 
mun; puis on se servira du théorème des moments en observant 
que les ordonnées des centres de gravité de ces tétraèdres sont 
des fonctions connues de celles de leurs sommets. 

i5 
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5® Formules relatives à un solide' terminé par une surface 
continue. 

Soient z', z" les valeurs de z, correspondant à ^ et j. 

Le centre de gravité du prisme élémentaire [z' — z")dxdy\ 

Z'-h Z^^ 

ayant pour ordonnée 5 il vient, en désignant par 

V =zff[z'^— z"^)dxdy le volume total, 

On aura deux formules analogues pour déterminer Xi et/,. 
S'il s'agit d'un secteur ou d'un segment sphérique, il sera 
plus simple d'employer les coordonnées sphériques. 

Leû cas semblables de l'ellipsoïde représenté par l'équation 

à' b' c' 

se ramèneront aux précédents, en posant 

ce qui donne 
.et 

6° Théorèmes relatifs à la mesure des surfaces et des volumes 
de révolution. — Soit ds un élément du périmètre de la section 
méridienne d'une surface de révolution, correspondant à la 
distance r à l'axe de révolution Oz, L'aire de la surface latérale 
du tronc 'de cône engendré par ds étant 

il vient, pour l'aire de la surface totale de révolution, 

S = ^nfrds. 

Or frds est le moment du périmètre de la section méridienne 
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par rapporta Oz. Si donc on appelle o* ce périmètre, r, la dis- 
tance de son centre de gravité à Taxe, on a 

S = 2 7rr,T; 

ce qui exprime que l'aire d'une surface de révolution est 
égale au produit du périmètre de la section méridienne mul- 
tipliée par la circonférence décrite par son centre de gravité. 
Soient 

rfck) un élément superficiel de la section méridienne, situé à la 

distance r de Taxe ; 
Q, Taire totale de cette section ; 
r, la distance de son centre de gravité à Taxe. 

On voit, de la même manière, que le volume du solide a pour 
expression 

V = / 2 Trr^w = '2 TT r, II. 

Donc : 

Le volume d'un solide de révolution a pour mesure le pro- 
duit de l'aire de la section méridienne par la circonférence 
que décrit son centre de gravité autour de Vaxe de révolution. 

Connaissant le centre de gravité et le périmètre d'une ligne 
plane, le centre de gravité de rair;e qu'elle comprend, on 
trouvera facilement l'expression de la surface ou du volume 
engendré par celte ligne ou cette aire en tournant autour d'un 
axe compris dans son plan; et, réciproquement, connaissant 
la surface ou le volume, on pourra déterminer la position du 
centre de gravité du périmètre ou de l'aire de la section mé- 
ridienne. 

On trouvera ainsi le volume et la surface du tore et de la 
sphère, le volume de l'ellipsoïde, la surface de la zone, le vo- 
lume du segment sphérique, etc. 

Extension des théorèmes précédents aux surfaces canal 
et aux volumes correspondants. — On sait que ces surfaces 
sont engendrées par un périmètre plan qui se meut normale- 
ment à une courbe directrice que l'un de ses points est assu- 
jetti à parcourir, de manière qu'un même rayon du profil 
coïncide constamment avec la binormale de la directrice. Il 
est clair que les théorèmes ci-dessus s'appliquent à deux po- 

i5. 
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sitions consécutives du profil générateur que Ton peut consi- 
dérer comme tournant autour de la perpendiculaire au plan 
osculateur de la directrice menée en son centre de courbure. 
On déduit de là que la surface et le volume, correspondant à 
un certain déplacement, seront respectivement égaux aux pro- 
duits du périmètre et de Taire du profil par le chemin par- 
couru par leurs centres de gravité. 

II. — Calcul des moments d'inertie des corps homogènes. 

Soit dv un élément de volume du corps dont p est la densité. 
On pourra poser m = p(lvy et Ton aura 

J.mxy= pfxjrdv, Imyz = pf^zd^, lmxz= pjxzdv. 

Ces six quantités permettent de déterminer l'ellipsoïde cen- 
tral, d'où le moment d'inertie par rapport à un axe quel- 
conque passant par Torigine, et par suite par rapport à un axe 
parallèle à ce dernier. 

Si l'on veut employer les coordonnées rectilignes, on 
prendra 

dv = dxdjrdz. 

Dans certaines circonstances, il sera plus simple d'exprimer 
^, r, z en coordonnées polaires ou semi-polaires. 

On peut, pour simplifier l'écriture, faire abstraction de la 
constante p, ce qui revient à déterminer les centres de gravité 
relatifs aux volumes, sauf à rétablir ensuite ce facteur dans 
les applications. 

Détermination des moments d* inertie de quelques corps homogènes. 

I® Parallélépipède rectangle homogène. — Les axes d'inertie 
principaux passant par le centre de gravité étant évidemment 
parallèles aux arêtes, nous sommes ramené à calculer les 
moments d'inertie par rapport à chacune des trois arêtes pas- 
sant par un sommet pour déterminer l'ellipsoïde d'inertie re- 
latif au centre de gravité, et par suite en un point quelconque. 

Soient a, b, c les arêtes parallèles à 0^, Oj, Oz passant par 



PRINCIPES GÉNÉRAUX. 229 

le sommet 0, et soil Oz l'axe par rapport auquel on veut 
déterminer le moment d'inertie ; il vient 

= pcl I x^dx I djr -h j dx j y^dy 



On a de même 

2® Sphère. — Soit I le moment d'inertie du solide par rap- 
port à un diamètre ; on a 

1= 2w(j'-f-z») = im(x^-hz^) = 2lw(a:*-^J*), 

d'où 

r étant la distance de la masse m au centre de la sphère. 

Pour calculer cette somme, concevons que l'on décompose 
la sphère en couches sphériques concentriques de rayon va- 
riable r et d'épaisseur dr\ la portion de la somme précédente 
relative à cette couche sera 

d'où, en appelant R le rayon de la sphère, 
le rayon de gyration sera ainsi 



^ I— 



3« Ellipsoide. — Soit 
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réquation de rellipsoïde rapporté à ses axes, qui sont aussi 
des axes principaux d'inertie, et proposons-nous de détermi- 
ner le moment d'inertie du corps par rapport à l'un de ces 
axes, Oz par exemple; nous aurons 



Posant 



il vient 



par suite 



Iz ^ P /// ( -^^ -^ r ' ) dxdydz. 
X ~ ax\ y = by\ z = cz\ 



^'a-Hj'2-+-z" = i, 



OU 



I^ = abcfSfp{a^x'' -+- b'y ) dx'df'dz', 
I, = abc (a^fSpx'^dx'dydz'-h^ b' SSpf'dx'dydz'), 



Mais, comme chacune des deux intégrales auxquelles on est 
ramené n'est autre chose que la moitié du moment d'inertie 
de la sphère d'un rayon égal à l'unité par rapport à un dia- 
mètre, il vient 



h = l(a' -^b')^7tpabc = '^U{a'-^b'i 



et, de même. 



l = lM(b^-^c^), 



4° Solide de révolution. — Considérons une tranche per- 
pendiculaire à l'axe de révolution Oz, d'épaisseur dz et de 
rayon r,, et soient r et dr le rayon et la largeur des couronnes 
circulaires dans lesquelles on peut décomposer la tranche. 

Le moment d'inertie relatif à cette tranche sera 

^ pdz 1 27rrr/r.r^ = - pdzirr]^ 

et pour tout le corps 
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/ étant la longueur de Taxe^ en supposant Torigine placée en 
l'un des sommets; on effectuera l'intégration après avoir rem- 
placé r, par sa valeur 

'•. = ?(«), 

donnée par l'équation du méridien; on est ainsi ramené à une 
intégrale simple. 

5® Solide creux, — Si Ton veut déterminer le moment 
d'inertie d'un solide creux, on fera la différence du solide 
considéré comme plein et de la partie creuse supposée rem- 
plie de la même matière. 

6® Cas spécial des cylindres. — Moment d'inertie des aires 
planes, — Exemples: Soient 

0^, 0/ deux axes rectangulaires compris dans la base d'un 

prisme ou cylindre droit de section û et de hauteur A; 
O2 la perpendiculaire en au plan xOy\ 
d(ù un élément de la section droite. 

Nous avons évidemment 




Ces moments d'inertie dépendent, comme on le voit, dés deux 
intégrales -^ 

que Ton peut, par analogie, appeler les moments d'inertie de 

la section Q par rapport aux axes Ox, Oj, leur somme étant 

le moment d'inertie de cette même section, par rapport à 0^. 

Dans le cas d'un cylindre de hauteur très-petiteA, on.a, aux 

termes du troisième ordre près. 

Si, d'autre part, Ox, Oy sont les axes principaux de Tintersec- 
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lion de l'ellipsoïde central de ce cylindre avec le plan xOy, 
on a 

Les deux dernières de ces quantités devant être considérées 
comme nulles» puisqu'elles sont de second ordre, il s'ensuit 
que Oxy Oj, Oz sont en même temps les trois axes princi- 
paux du prisme élémentaire et de sa section. 

Vellipse principale d'une aire plane en un point donné est 
la trace sur son plan de l'ellipsoïde central. 

La considération des aires planes devant nous être utile 
dans d'autres circonstances, nous allons donner quelques 
exemples de leur détermination. 

I" Rectangle. — Plaçons l'origine au centre du rectangle 
parallèlement aux côtés duquel nous dirigerons les axes 
0^, Oy. 

Soient a^ b les longueurs des côtés parallèles à ces deux 
directions; on a 



a 






de^ même 



d'où 



1 



ab' 
^T — — ' 



* 12 ^ ' 



On aurd les moments d'inertie qui se rapportent à un point 
quelconque de l'aire en faisant l'application du théorème du 
n« 43. 

2* Jire du cercle. — Soient 

le centre du cercle ; 
R son rayon ; 

r =r v^z* -i- x^ la distance à dé l'un quelconque de ses points. 



On a évidemment 



X y 2 ' 
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comme on peul prendre rfw = 27: rrfr, il vient 



I, = / r^inrar = 1 

Jo 2 



d'où 

Les moments d'inertie relatifs à une zone circulaire s'obtien- 
dront en faisant la différence des moments semblables pour 
le cercle extérieur et le cercle intérieur. 



07^ 



, r'_ 



3° Ellipse, — H- x; — I . — Posons 
nous aurons 

\ --^ Sx^dxdy ^ a'bjx'^dx'dy'. 

Mais la dernière intégrale n'est autre chose que le moment 
d'inertie par rapport à Oj d'un cercle d'un rayon égal à l'unité; 
il vient donc 



On a de même 



d'où 



_ _ rca^b 



Ttah^ 



4 



K = ^(a^-^ôn. 



§ II. — Théorèmes généraux. 

kS. Considérons un système de points matériels sollicités 
par des forces extérieures et par leurs actions mutuelles, 
obligé ou non à décrire des courbes ou surfaces fixes. C'est 
ce que nous appellerons, selon le cas, un système libre ou 
soumis à des conditions de liaison. 

Soient 

m, m',... les masses de ces différents points matériels; 
{x, y y z), (j;', ^, -3')j. . . leurs coordonnées relatives à trois 
axes rectangulaires fixes 0^, 0^, Oz. 
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Les forces extérieures, les actions mutuelles et les liaisons 
donneront lieu à une résultante agissant sur m, et dont nous 
désignerons par X», Y„ Zi les projections sur les trois axes. 

Mais le point m, supposé soumis à Taction de cette résul- 
tante, peut être maintenant considéré comme libre, et Ton a, 
d'après le n" 16, 

(X, - m :^) Sx + (y.- «, g:) Sy - {l- m J) Sz^o, 

quels que soient les déplacements àx^ ôj, àz. 

Pour les autres points, on établira des relations analogues ; 
en les ajoutant et donnant à 2 la signification ordinaire de 
somme, il vient 

Posons X, = X H- X/^H- X/, en désignant respectivement 
par X, X/, X/ les composantes suivant Oxy relatives à m, dues 
aux forces extérieures, aux forces moléculaires et aux actions 
normales produites par les liaisons, et servons-nous du même 
mode de représentation pour les axes Oj et Oz, ainsi que 
pour les points m', m", .... Soient 

r la distance des points m et m'\ 

mm'f{r) la fonction de la distance proportionnelle aux masses 
qui représente l'action mutuelle de m et m' (fig, 43), con- 
sidérée comme positive ou négative, selon que cette action 
est répulsive ou attractive; 

Fig. 43. 




TM'n' 



mi, m\ les positions m et m' à la suite du déplacement; 
n, n' les projections de ces deux points sur \^ droite r. 

On a 

mn ■+- m' n' = $r. 
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Les actions mutuelles de m et m' donnent le travail élémen- 
taire 

f"f^''f(r) — _+. ;,,,;/'y( ^) j;;ry^> ^ mm'f(r) §r. 

Remarque. — Ce travail étant nul en même temps que 3r, 
il s'ensuit qu'il y a égalité entre les travaux élémentaires de 
deux forces égales dirigées suivant une même droite et appli- 
quées en deux points m, m' de cette droite, dont la distance 
reste constante. 

Revenons à la question qui nous occupe; nous aurons, pour 
la somme des travaux virtuels moléculaires dans tout le 
système, 

2{X^§a:'^Yj$X-^Z^Sz) = Som mm'f(r) $r, 

en désignant par le symbole Som la somme des produits, tels 
que mm' f{r)àr, dans lesquels les masses élémentaires du 
système entrent deux à deux. 
L'équation (i) se réduit, par suite, à la suivante : 

49. Équation des forces vives. — Supposons que Ton fasse 
coïncider le mouvement virtuel avec le mouvement réel, ou 
que Ton suppose àx = dx, 8f = dx9 9z = dz, le second terme 
du second membre sera identiquement nul, puisqu'il n'est 
dû qu'à des forces qui, par hypothèse, sont normales aux 
chemins réellement parcourus. Il vient alors 

2fd'x , rPx , d'z . \ 
= l(Xdx -f- Ydx H- Zdz) -+- Sera mm'f(r) $r. 

Or le premier membre de cette formule n'est autre chose 
que la moitié de la différentielle du carré de la vitesse 

, dx' dx^ dz^ 
di' ^ di" dt' 
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On a donc, en intégrant, 

(3) y ^-__^ :^ 2S(Xdx -h Ydr-^ Zdz) -+- ^mmm'Sf{r)dr, 



v^ désignant la vitesse que possède m à l'instant correspon- 
dant à la limite inférieure des Intégrales. 

On appelle ybrc6 vive d'un système matériel la somme des 
produits des masses des points qui le constituent par les 
carrés de leurs vitesses. 

La formule (3) exprime ainsi que le demi-accroissement de 
la force vive d'un système libre ou non est égal au travail cor- 
respondant développé parles forces extérieures et intérieures. 

S'il s'agit d'un corps solide qui, dans un grand nombre de 
cas, peut être considéré comme invariable, on peut négliger 
la somme des travaux moléculaires. Il en est de même pour 
les systèmes articulés formés de pièces solides, en faisant 
abstraction des frottements. 

Pour que l'intégration de l'équation (3) puisse se faire. Il 
faut que 2(Xrfj; -4- Yrfj-h Zrfz) soit la différentielle exacte 
d'une fonction des coordonnées x, j, «, x^ ^y\z\...\ c'est ce 
qui aura lieu notamment lorsque les forces extérieures ré- 
sulteront d'attractions ou répulsions exercées par des centres 
flxes, fonctions des distances des points m, m',... à ces centres. 
L'intégrale du travail moléculaire qui s'obtiendrait immédia- 
tement si l'on connaissait la forme de la fonction /( r) étant 
également une fonction des coordonnées, il s'ensuit que, dans 
le cas considéré, la force vive redevient la même chaque fois 
que les éléments du système matériel repassent par les mêmes 
positions, ce qui constitue ce que l'on appelle quelquefois le 
principe de la conservation des forces vives. 

Si la pesanteur est la seule force extérieure qui agisse sur le 
système, en appelant M la masse totale, z^ la distance de son 
centre de gravité à un plan horizontal, considérée comme po- 
sitive ou négative selon qu'elle est située au-dessous ou au- 
dessus de ce plan, (z,)o la valeur de cette ordonnée corres- 
pondant aux vitesses i^i, on a (k\) 



2 



mv^ — nn>\ 



s = M^[3, - (z,).] + Som/w/«'//(r) dr. 
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50. Principe du travail virtuel. — Pour que tous les points 
du système restent en repos, il faut et il suffit, d'après l'équa- 
tion (a), que, pour tout déplacement, on ait 

(4) 2{X^x4-Y(îr-HZ^z)-f-2(X,(îx-f-Y,(3y-+-Z,(Î2;) + Som//î/w'/(r)(îr = o. 

On conçoit que les équations des lignes et surfaces fixes 
puissent être combinées entre elles de manière à obtenir un 
même nombre d'équations distinctes renfermant chacune les 
coordonnées de plusieurs points. Nous supposerons donc, pour 
plus de généralité, que, entre les coordonnées des n points du 
système, on ait les k conditions 

(5) L, = 0, Lj=o,..., Lfc = o, 

en vertu desquelles k coordonnées sont fonction des 
3n — k autres, qui sont ainsi des variables indépendantes. 
Si nous ne considérons que des déplacements compatibles 

avec les liaisons, on a 

et réquation (4 ) se réduit à la suivante : 

(6) 2(S.Sj: -hYfy-h ZSz) -¥- Sommm'f(r) $r = o. 

Or de 
on tire 

rSr = (x — x') {Sx - Sx') -h(r-y) (,5y- a^') -f-(3~ z') [Sz - Sz'), 

et réquation précédente peut, par suite, se mettre sous la 
forme 

(7) 2(X,^x-hY,a7-f-Z,(îz) = o. 
Mais on a aussi 

ttttJL HT tlA> Ctub 

(8) {Tte^^-^ = °' 

^*5x+ = 0, 

\ dx 
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équations qui permellroni de déterminer k variations en fonc- 
tion des autres; en substituant leurs valeurs dans l'équa- 
tion (7) et égalant à zéro les coefficients des variations res- 
tantes, on obtiendra 3/i — A* conditions, qui devront être 
satisfaites pour qu'il y ait équilibre; de plus, elles seront 
suffisantes pour assurer l'équilibre; car, puisque le travail 
élémentaire est nul pour tous les déplacements possibles, 
il ne pourrait acquérir au bout d'un temps très-court qu'une 
force vive du second ordre ou nulle; de sorte que tous les 
éléments matériels du système doivent rester en repos. On 
obtiendra donc toutes les conditions d'équilibre en considé- 
rant seulement les déplacements virtuels compatibles avec les 
conditions de liaison. 

Si lé(l^dx -\-\dy -\'Zdz) est la différentielle exacte des 
coordonnées de m, m', nfy . . . , il en est de même de 

2 [Xdx -+- Ydy -h Idz) -f- Sommm'f(r)dr, 

et, en désignant par 9 l'intégralç de celte expression, qui est 
ce que Ton appelle un potentiel, la condition (6) se réduit à 

S^ = o, 

ce qui exprime que, pour qu'il y ait équilibre, il faut que le 
potentiel soit un maximum ou un minimum relativement à 
toutes les variables indépendantes. 

Dans le cas d'un corps solide libre ou d'un système de 
corps solides réagissant les uns sur les autres, le travail mo- 
léculaire dû aux actions au contact étant nul, lorsque l'on 
néglige le frottement, le potentiel 9 ne se rapporte qu'aux 
forces extérieures. 

51. Des équations d'équilibre d'un système libre résultant 
de l* hypothèse d'un déplacement compatible avec sa soli- 
dité. — Le système étant libre, on peut concevoir que cha- 
cun de ses points subisse un déplacement virtuel quelconque, 
et, en supposant que son déplacement ait lieu comme si le 
tout formait un système invariable, on obtiendra des condi- 
tions indépendantes des actions mutuelles, puisque dr=o. 
Ces conditions sont indispensables pour assurer l'équilibre. 



.1 
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et seraient suffisantes pour les corps solides s'ils étaient véri- 
tablement invariables. On peut toujours les considérer comme 
tels, lorsque la déformation qu'ils éprouvent sous Faction 
des forces extérieures est devenue permanente; maisj comme 
cette déformation est toujours relativement très-faible, on 

« 

peut, dans la plupart des cas, en faire abstraction, et supposer 
ainsi que le solide est un système invariable. 

Dans l'hypothèse actuelle, l'équation (6) devient tout sim- 
plement 

Nous savons que le mouvement le plus général d'un corps 
solide se compose d'une translation et d'une relation au- 
tour d'un axe passant par un point fixe quelconque, que 
nous prendrons pour l'origine des coordonnées. Pour que le 
travail virtuel soit nul, quels que soient les déplacements 
translatoire et rotatoire, il suffit d'exprimer qu'il l'est pour 
trois translations et trois rotations rectangulaires, considérées 
indépendamment les unes des autres. 

En supposant successivement constante chacune des varia- 
tions 8xy 8y, dz et les deux autres nulles, on trouve, en sup- 
primant le déplacement qui se trouve en facteur, 

(9) 2X=0, 2Y = 0, 2Z = 0, 

équations d'équilibre, dites de translation, et qui expriment 
que les forces extérieures transportées parallèlement à elles- 
mêmes en un même point s'y font mutuellement équilibre. 

Considérons maintenant une rotation ôw autour de 0^, sui- 
vant le sens convenu, delà gauche vers la droite pour l'obser- 
vateur ayant les p ieds en 0, on voit de suite que 

S.c = 0, fy = — zSa, Sz = yS<>>, 

d'où 

2[xZ-zY).= o, 

, et de même 

(10) { , 

l{zX - xZ) - o, 
2(xY-jX) = o. 

Ces équations d'équilibre, dites de rotation, expriment que 
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la somme des moments par rapport au point des forces exté- 
rieures, en projection sur chacun des trois plans coordonnés, 
est nulle. 

Elles sont encore susceptibles d'une autre interprétation. 
Soient, en effet, 

0311/, 031L',... les droites qui représentent les moments des 

forces extérieures qui sollicitent m, m',..,; 
031L„ 0311/,, OOTL, les projections de 031L sur 0^7, Oj, Oz. 

Ces équations expriment que 

2001L, = o, 20011^^ = 0, 203PL, = o; 

OU encore, en appelant moment total des forces extérieures 
qui sollicitent le système la résultante géométrique OSfïlf 
ou 3\L des droites 0311/, 0311/',. . ., que le moment total est 
nul. 

Nous remarquerons, en outre, que les conditions (lo) sont 
satisfaites en vertu des relations (g) pour tout autre point que 
le point 0, ce que Ton voit de suite en transportant Torigine 
au point dont les coordonnées sont j? = a, j= 6, z = c. 

D'après le numéro précédent, les conditions (g) et (lo) sont 
suffisantes pour assurer Téquilibre. d'un corps solide. 

52. Équations d'équilibre d'un système matériel à liai- 
sons.— Soit 71 le nombre des points m, m', m"^.., du sys- 
tème. Si nous comprenons dans les X, Y, Z les composantes 
correspondantes des forces extérieures et moléculaires, nous 
aurons, pour tous les déplacements compatibles avec les con- 
ditions de liaison, l'équation 

(m) 2(X^x-f- Y^/-hZ(Î3) = o. 

Soient, comme au n® 50, 

les équations de liaisons. 

Les 3/1 projections sur les trois axes des déplacements 
de m, m',..., compatibles avec les conditions de liaison, de- 
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vront satisfaire aux k équations 

dx dy -^ dz dx' ^ 

C) ^TZF^"-^ = "' 

• 1 

dL^ ^ 

lÉ^-"'-- • -="' 

ce qui permellra de déterminer k de ces projections en fonc- 
tion des autres, et, en substituant leurs valeurs dans l'équa- 
tion (11), puis égalant à zéro les coefficients des variations 
restantes, on obtiendra 3n — k équations, qui seront celles 
de l'équilibre. 

Pour faire Télimination dont il s'agit, on peut ajouter à 
réquation (ii) les équations {12) multipliées respectivement 
par les indéterminées X,, A,,. . ., >*, et égaler à zéro les coef- 
ficients des variations; on trouve ainsi 

/ ^ . dL, . r/L, . dL. 

^ . dL, ^ r/L, . r/L^ 

' df ^ dy dy 

(■3) <Z^>,^^ = 0, 

' dz 



dL, 
dx' 



X'-h\-^-h = o, 



T 



et, pour obtenir les relations cherchées, on n'aura plus qu'à 
éliminer, entre ces équations, les X,- dont on pourra ensuite 
déterminer les valeurs. 

Si nous considérons, par exemple, le point m, dont les 
équations d'équilibre sont les trois premières de celles qui 
précèdent, on voit que ces trois équations sont les mêmes 
que si le point, étant complètement libre, était, non-seule- 
ment sollicité par des forces extérieures X, Y, Z, mais encore 
par des forces dépendant de Li, L3,. . ., et qui sont ce que 

16 
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l*on appelle les forces équivalentes aux liaisons pour le point 
considéré. 

Les composantes parallèles à 0^, 0/, Oz de la force cor- 
respondant à la liaison L, = o étant 

• 

^'7/x' ^'7(F' 'Ih' 

on voit que cette force est normale à la surface représentée 

par réquation 

L.= o, 

dans laquelle a:, j, z sont seuls considérés comme va- 
riables. 

53. De la stabilité de réquilibre d'un système matériel. — 
Pour que Téquilibre d'un système matériel soit stable, il faut 
que, si Ton imprime à ses éléments, aussi peu éloignés que 
Ton voudra des positions qui conviennent à Téquilibre, des 
vitesses également aussi faibles que Ton voudra, les déplace- 
ments par rapport aux positions ci -dessus persistent à rester 
très-petits. 

Reportons-nous au n** 50, et considérons le cas où les forces 
extérieures et intérieures ont un potentiel cp(^, j, z, ...) dans 
lequel nous supposerons que Ton ait remplacé un certain 
.nombre de coordonnées par leurs valeurs données par les 
équations de liaison, en fonction des autres ^, 7, z,. . ., qui 
restent ainsi indépendantes. Nous savons que l'équilibre cor- 
respond en général à un maximum ou à un minimum de cette 
fonction; nous allons démontrer que dans le premier cas l'é- 
quilibre est stable. 

Soient 

a, é, c, a',... les valeurs de x, j, z, x',,\, dans la position d'é- 
quilibre; 

x^=:a-^ ^0, jo=ft-i-y)o, 2o=c-4- Ço, x^^d 4- fo»-' ce que 
sont les coordonnées de ces points, quand on a dérangé 
très-peu le système de sa position d'équilibre, en impri- 
mant à m, m',. . . les vitesses très-petjtes v^y i'©, ..; 
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x = a-h^, jr = b-hyiy z=:c-h l^y .r'^^û'-h Ç',... ce que de- 
viennent les coordonnées, el i', i'',... les vitesses de m, m',,., 
à un instant quelconque. 

On a 
Posant 

y (û-h?, b -hriy CH-Ç,...) = (p(flr, ^,...) — V (Ç, ïî, Ç -h...), 

la fonction Y étant nulle pour Ç = o, yj = 0, Ç=:o,..., il vient 

Puisque <p(a, 6, c,. . .) est un maximum, Y(Ç, yî, Ç,. . .) doit 
être constamment positif tant que ^, y}, Ç, . . . auront des va- 
leurs numériques respectivement inférieures à certaines li- 
mites positives Ç„ yîi, Ç,, Si, comme on peut le supposer, 

les valeurs de ^«, y^o, Ç«, . . . sont plus petites que ces limites, 
^, Y}, ^,. . . resteront pendant un certain temps inférieurs aux 
miêmes limites. 

Soit Â la plus petite valeur que puisse prendre ^''(^jyî, Ç,...), 
lorsqu'on attribue à ^, rj, ?>••• divers systèmes de valeurs 
très-petites telles que Tune au moins de ces variables soit 
égale en valeur absolue à sa limite, et admettons que Ton ait 
fait en sorte que 

12/71(^2 4- H^(?„,>9,,Ço>.-)< A; 

si ^, y], Ç,... ne restaient pas constamment au-dessous de 
^,, 7}„ Çi,..., comme ce sont des fonctions continues du temps, 
il faudrait qu'à un certain instant une ou plusieurs de ces va- 
riables devinssent numériquement égales à leurs limites res- 
pectives sans qu'aucune des autres eût dépassé la sienne, et 
à cet instant on aurait 

d'où t 

par suite 

Imu^ <o, 

16. . 
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ce qui est absurde. Les variables restent donc constamment 
très-petites, et par suite l'équilibre est stable. 

Considérons en particulier un système de corps solides 
réagissant les uns sur les autres, ou en général un système 
dams lequel le travail des actions moléculaires serait nul, 
uniquement soumis à Taction de la pesanteur. Soient P et Z 
son poids total et l'ordonnée verticale de son centre de gra- 
vité, nous aurons 

^ = PZ. 

Pour que l'équilibre soit stable, il faut donc que Z soit un 
maximum, c'est-à-dire que le centre de-gravité soit le plus 
bas possible. 

Nous examinerons plus loin le cas où 9 est un minimum. 

54. Des équations du mouvement d'un système matériel, — 
Les équations d'équilibre établies ci-dessus se transformeront 
en équations du mouvement, en invroduisant, parmi les com- 
posantes des forces, les composantes correspondantes des 
forces d'inertie. Ainsi, dans le cas d'un corps solide libre, les 
équations du mouvement seront fournies par les formules (g) 
et (10) du n" 51, qui deviennent 

!■<' si^-ï)- 2:('-"S?)-- li'-w)"- 

2[,(^-»g)-,(v-»S)]-o, 

(■») !2['(''-"^)-'(^-"''S?)]-». 

2[,(v-™g:)-^(x-„-^f)]=„. 

Ces équations, dans lesquelles les actions mutuelles dispa- 
raissent, feront partie de celles qui sont relatives au mouve- 
ment d'un système entièrement libie. 
S'il s'agit d'un système à liaisons, on obtiendra toutes les 

d^x 
équations du mouvement en remplaçant X par X — m -j-5- 5 
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Y par Y — m --^'. • • dans les formules (i 3) du n° 52, qui de- 
viennent 



L'équation (i i) du même numéro donne 
et dans le cas d'un potentiel 9, ou lorsque 

r/cp ^(p r/o) Y'-'^^ 

dx df dz dx 



on a 



55. Principe du mouvement du centre de gravité d'un sjrs^ 
tème libre, — En désignant par Xi, /,, 2, les coordonnées du 
centre de gravité de la masse totale M, nous avons vu (41) 
que 

d^x d^x^ 

^'^-dF = ^-d^' 
et les équations (i4) du numéro précédent donnent, par suite, 

d^x 
d^Y 

.(.7) {M^ = ^Y' 

M '^ = 2Z. 

dt^ 

Or ce sont les équations du mouvement d'un point libre de 
masse M; donc : le centre de gravité d'un système matériel 
libre se meut comme un point matériel où la masse totale 
serait concentré, et qui serait directement sollicité par toutes 
les forces agissant extérieurement sur ce système. 
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De sorte que les problèmes que nous avons résolus sur le 
mouvement d'un point pesant n'ont pas le caractère abstrait 
que Ton pourrait leur attribuer à priori, et se rapportent au 
mouvementdu centre de gravité d'un corps pesant, quelles que 
soient d'ailleurs sa forme et son étendue. 

Si le système n'est soumis qu'à ses actions mutuelles, le 
centre de gravité est animé d'un mouvement rectiligne et 
uniforme, ce qui constitue ce que l'on appelait autrefois le 
principe de la conservation du mouvement du centre de gra- 
vité, qui est notamment applicable : i** au centre de gravité 
d'un projectile qui éclate, du système d'une arme à feu du 
projectile et de la charge; 2° au système solaire en faisant 
abstraction des attractions exercées sur ses différents éléments 
par les étoiles fixes, etc. 

56. Équations du mouvement d*un système matériel libre 
relatives à une rotation virtuelle, en le considérant comme 
formant un système invariable, — Les équations (i5) donnent 

(I») |2"'(»y-'y)==('''-'2). 

Pour abréger, désignons par DïL ou 0311/ la droite qui re- 
présente le moment résultant des forces extérieures ou l'axe 
des moments de ces forces, et par Sfït^y 3Tly, DïL, ses projec- 
tions sur Ox, Ojr, Oz; les équations précédentes deviennent 

, - 1 V / d^jc d^z\ 

Ces équations sont susceptibles des interprétations géomé- 
triques suivantes : 



^„ 
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I® Interprétation relative à l'axe du moment des quantités 
de mouvement. — Soient 

Vyt la projection de la vitesse de m sur le plan des jz; 
Pjt sa distance à l'origine des coordonnées. 

En se reportant au n° 53 de la P* Partie, on a 



Or 



2'"(->^S-'^î)=''^'-^-- 



\^ / d^z dW\ r/ \^ / dz dr\ 

Z"^ Vw''dF) = di2é''' Vdi""^y 

par suite 

' fl ^ «^r, 

fl ^ ' <vv* 

Or, si Ton compose les axes des moments, par rapport au 
point 0, des quantités de mouvement de m, m',..,, on obtient 
une résultante que nous désignerons par Q, et en appelant Qx 
sa projection sur Qxj l'expression précédente devient 

et de même 

D'après ce que nous avons vu, les formules (a) expriment 
que : le moment des forces extérieures est représenté en gran- 
deur et en direction par la vitesse de l'extrémité de l'axe du 
moment résultant des quantités de mouvement ou par l'accé- 
lération de l'axe du moment considéré comme une simple 
vitesse. 

Ce théorème permet de simplifier^ notablement un certain 
nombre de questions de Mécanique, comme nous le verrons 
plus loin. 
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2* Interprétation relative aux aires, — Nous avons vu 
aussi (53, 1" Partie) que 

(ydz— zdjr) 

n'est autre chose qne le double de la projection b^dt sur 

Taxe Ox de la droite 06rf/ ou bdty qui représente Taire dé- 
crite dans le temps dt par le rayon vecteur mené de l'ori- 
gine au point m. 
Les équations (ig) deviennent ainsi 

2 — lmb^ = D\i'. 
ut * * 

Portons, à partir du point surles directionsdeOfc, 06',..., 
des longueurs respectivement proportionnelles aux produits 
mé, mb\..,, nous obtiendrons une résultante OB que nous 
pourrons représenter par MB, M étant la masse totale du 
système, et B ce que Ton peut appeler la vitesse aréolaire 
moyenne. Nous aurons 

dt " 

(7) /.M^' = 31V„ 

dt * 

Or, si Ton considère OB comme une vitesse, ces formules 
expriment que sa dérivée géométrique ou l'accélération aréo- 
laire moyenne, multipliée par le double de la masse totale, 
représente en grandeur et en direction le moment des forces 
extérieures qui agissent sur le système. 

Puisque 6 = 6* -h iy 4- 6s est une vitesse aréolaire, le pro- 
duit mb pourrait être désigné sous le nom de quantité de mou- 
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vement aréolaire, de même que fn-r- sérail une force aréo^ 

laire. Les équations ((3) exprimeraient alors que la résultante 
des forces aréolaires représente, en grandeur et en direction, 
Taxe, réduit à moitié, du moment des forces extérieures. 

3" Principe des aires, — Supposons que le système ne soit 
sollicité par aucune force extérieure; les équations ((3) don- 
neront, en désignant par C„ Cjy C„ des constantes, 

ce qui exprime que la somme géométrique des droites qui 
représentent les produits des masses par les aires décrites 
dans Tunité de temps par leurs rayons vecteurs est constante 
en grandeur et en direction. C'est, en résumé, ce que Ton ap- 
pelle le principe des aires qui, comme on vient de le voir, 
n'est qu'un cas particulier d'un théorème bien plus général. 

En appelant C = y^C^ -+- Cy -f- CJ la somme géométrique 

Cx-i- Cy-H C,, nous avons 

llrW — C. 

Les angles a, (3, y donnés par 

COSa = -f, COSp- -rfî C0S7 = Y? 

détermineront la position de la normale à un plan fixe, sur 
lequel évidemment la somme des produits des masses par les 
aires décrites dans l'unité de temps est maximum. 
Ce plan a reçu de Laplace le nom de plan invariable. 

57. Théorème relatif au mouvement d'un système libre par 
rapport à son centre de masse supposé fixe. — Concevons 
que Ton imprime au système matériel un mouvement de 
translation égal et contraire à celui de son centre de masse G. 
Ce centre sera ramené au repos; mais, en appelant 9 son ac- 
célération à un instant quelconque, il faudra, dans le mouve- 
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ment relatif que prendra le système par rapport à G, tenir 
compte, indépendamment des forces extérieures, des forces 
— niif, — m'9,... de direction contraire à 9 agissant sur m, 
ftif , • • • • 

Soient cpx» ?/> 9s les composantes de <p parallèles à trois axes 
rectangulaires Gx» G^^, G^ passant par le point G, on a 

d'où 
et 

et Ton aurait deux équations analogues relatives aux axes 0^ 
et Oz, On voit ainsi que les forces mc^sf ma^j^ mcp,,... ne pro- 
duisent aucun effet sur le mouvement de rotation autour du 
point G du système considéré comme invariable. 

Donc : les théorèmes des moments, des aires, etc., subsistent 
par rapport au centre de gravité comme s'il était fixe. 

11 suit de là que le mouvement dû à l'action de forces exté- 
rieures d'un corps solide se compose de deux mouvements : 
I" Vun de translation du centre de masse; 2° Vautre de rota-- 
tion autour de ce centre considéré comme fixe ( ' ). 

Remarque. — Supposons qu'au lieu de ramener au repos le 
centre de masse du système on y ramène l'un quelconque de 
ses points m; en faisant passer les plans coordonnés parce 
point et désignant par l'indice i les coordonnées qui se rap- 
portent au centre de gravité, on aura par exemple 

d'où 

Im ((p^z - ^j) = M (<p^z, — yj',), 

ce qui signifie que l'on devra tenir compte du moment de la 
force M 9, de direction contraire à l'accélération de m, consi- 
dérée comme appliquée au centre de masse. 



(') On arrive au même résultat au moyen des équations (i8), en transportant 
les coordonnées parallèlement à elles-mêmes au centre de masse et en ayant 
égard aux relationa (17). 



^ 
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58. Théorèmes relatifs aux quantités de mouvement et aux 
impulsions des forces dans le mouvement d*un système libre. 
— De réqualion 

1 m —-T- = 2 X 

on déduit, en désignant par l'indice o les quantités qui se 
rapportent à Tinstant considéré comme initial 



"['"ê-'"(S)J="^'^'*- 



1° Donc» en projection sur un axe, l'accroissement des quan- 
tités de mouvement est égal à la somme des impulsions des 
forces extérieures. 

Soient t'o, v les vitesses correspondant aux temps /, et /. 

La résultante géométrique mv — mv^, que nous désignons par 
muy est ce que Ton peut appeler la quantité de mouvement 
gagnée y puisque mv est égal à mv^ augmentée géométrique- 
ment de mu\ de la même manière /ni'o — /w^= — 'WM peut être 
désigné sous le nom de quantité de mouvement perdue. 

L'indice x indiquant la projection d'une longueur sur un 
axe Ox> il vient 

lnm^ = IJYdt, 
lnw^ = lSZ(lt. 

Nous savons (i3) construire l'impulsion totale deX, Y, Z, 
dont nous représenterons les composantes par 

JXdt = X', 
JYdi = Y\ 
JZrU = Z'; 

nous aurons par suite 

y Imu^ — 2X', 
(ai) ) 2/ww^ = 2Y', 

( 2/Wtf, =2Z', 

ou 

I 2(X'~WI/,)=r O, 

(22) 2(Y'-m«^)=o, 

( 2(Z'— mu^)= o; 
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en d'autres termes : 

1^ Les résultantes des quantités de mouvement perdues et 
des impulsions des forces se font équilibre sur un même point. 

La première des équations (20) du ii*56 doone 

On a des équations semblables relativement aux axes Oj% 
Oz; or, si OQ est le moment total des quantités de mouve- 
ment mv, /iiV,...,etOQ.celui demt'., mV.,..., onpourra con- 
sidérer QQ« comme étant le moment gagné des quantités de 
mouvement, de sorte que ces équations exprimeront que le 
moment gagné des quantités de mouvement représente, en 
grandeur et en direction, le moment total des impulsions des 
forces. 

Soient 

Ujt la projection de u sur le plan j-z ; 
fjs sa distance au point 0; 

f3ltL,dt = DTljt le moment par rapport à Ox de l'impulsion 
totale des forces extérieures qui sollicitent le point m. 

Supposons que, par des circonstances particulières, comme 
nous en ferons connaître ultérieurement, les positions des 
points du système n'ont pas varié d'une manière appréciable 
dans un intervalle où les vitesses ont éprouvé des changements 
notables en grandeur et en direction. On est ramené à consi- 
dérer V comme la résultante de deux vitesses simultanées v^ 
et u dont le point m serait animé; de sorte que l'on a 

par suite 

^nm^q^= 20R^. 

Or le premier membre de cette équation n'est autre chose 
que le moment de la quantité de mouvement gagnée mu par 
rapport à Ox; en appelant u le moment de mu par rapport au 
point 0, 'jLx la projection de l'axe de ce moment sur 0,, il vient 

(24) v(3rc;-u^) = o, 

(2(orc;-u,)=.o, 
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ce qui signifie que : 

3° Lorsque les éléments matériels d*un système n*éprouvent 
pas de déplacements appréciables , le mouvement total par 
rapport au point des impulsions des forces extérieures et 
des quantités de mouvement perdues est nul, 

De,ce théorème, du précédent et du n° 51, on conclut que : 

4" Pour un système libre dans les conditions ci-dessus énon- 
cées, les impulsions des forces extérieures et les quantités de 
mouvement perdues se font constamment équilibre sur le sys- 
tème considéré comme invariable. 

Corollaire. — Si le système n'est soumis à aucune force 
extérieure, les quantités de mouvement gagnées ou perdues 
se font équilibre sur le système. 

59. Théorème de M, Yvon Fillarceau. — Si Ton ajoute les 
équations (i) du n°12 relatives au mouvement d'un point, res- 
pectivement multipliées par x, y, z, on obtient 

Mais on a 



â'"("^ 



dr dy dz\ dx^-^dr^-hdz^ d^x d^y d^z 

dt ^ dt dt y dt^ dt^ -^ dt^ de 



OU, en appelant v la vitesse et v la distance de m à Torigine 
des coordonnées, 

d dx. , d\r d'^y d^z 

dt dt dt^ -^ dt^ dt^ 

et l'équation (aS) devient 

Si m fait partie d'un système matériel , on aura, en faisant 
la somme des équations semblables établies pour tous les 
points du système, 

(27) 2//lP'=i2/w^'-2(Xx^Y/~Z3). 
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Cette équation, où les X, Y, Z comprennent, bien entendui 
les actions moléculaires, qui constitue le théorème de M. Vil- 
larceauy est tout à fait distincte de celle des forces vives, 
puisqu'elle fait connaître la force vive à un instant donné, el 
non l'accroissement de la force vive au bout d'un intervalle 
déterminé. 

Considérons la portion du second terme du second mcfmbre 
à laquelle donnent lieu les actions mutuelles. Soient ria dis- 
tance des molécules m, m', et mm!f(r) leur action mutuelle 
positive ou négative, selon qu'elle est attractive ou répulsive; 
on a respectivement pour m et m' 

X j: = — mm'f( r) '— jt, X'x' = — mm'f( r) '— x\ 

d'où 

(.r _ .t'y 
Xor -î- X'x' — — mm'f[r) 



On trouverait des expressions analogues relativement aux 
deux autres axes, de sorte que l'action mutuelle de m, m' 
donne le terme 

_ mm' — [(x — a:')^-H (j-y)'-+- (2 — 2')'] = - mm'f[r)r. 

Si donc on considère maintenant les X, Y, Z comme se rap- 
portant exclusivement aux forces extérieures, l'équation (26 
devient 

( 28 ) "S-mv^ = - Im -yy- -h Inmi'f(r) r — l{Xa: -h Yy -h Zz). 

Le terme lix -f- Y/ -h Zz n'étant autre chose que le travail 
de la force R, dont les projections sont X, Y, Z pour un dé- 
placement virtuel de m égal el parallèle à t, on peut encort 
écrire 

I d^ ^ 
(ag) lmu*= - Im -~- -h Imm'f(r) r — l^t cos(R, v). 

Remarques. — 1° L'équation (26) s'applique évidemmeni 
au mouvement du centre de gravité où toute la masse serait 
concentrée (55), en observant que les actions mutuelles dis- 
paraissent. 
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1° La même équation a lieu aussi dans le mouvement relatif 
de la masse par rapport à son centre de gravité; c'est ce que 
l'on reconnaît en rapportant m, m\. . , à trois axes parallèles 
aux premiers passant par ce point, en ayant égard à la remarque 
précédente et au théorème de Kœnig (41). 

Examen d'un cas particulier. — Supposons que le système 
matériel ne soit soumis qu'à l'action d'une pression/! unifor- 
mément répartie sur sa surface, et que l'origine se trouve 
dans l'intérieur de la masse; soient dcù un élément de cette 
surface et N sa normale, nous aurons 

2Rt.cos(R, v) — — /^/vCOS(N, v)^w, 

l'intégrale s'étendant à la surface entière. Or - — ' rfw 

ô 

n'est autre chose que le volume du cône ayant son sommet 

en et rfw pour base; de sorte qu'en appelant V le volume 

du système, l'expression précédente se réduit à — 3/?Vet 

l'équation (29) à la suivante 

(3o) 2WP^=: - 2/;/ ^-^ -f- lmm'f{r) r -\- Zp\, 

qui nous sera utile plus tard. 

Corollaire. — Théorème de Clausius relatif à la moyenne 
force vive d'un système. — Considérons un système matériel 
animé d'un mouvement tel, que les positions et les vitesses 
des éléments qui le constituent restent comprises entre cer- 
taines limites, et proposons-nous de déterminer la moyenne 
force vive du système pour un intervalle compris entre les 
époques /» et /. L'équation (27) donne 

Le premier terme du second membre de cette équation 
devient nul à la fin de chaque période, lorsque le mouvement 
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est périodique; si le mouvement n'est pas régulièrement pé- 
riodique, ce terme ne devient pas régulièrement nul; mais, 
comme il le devient de temps en temps et que de plus il est 

affecté du coefficient -t il devient insensible lorsque 

/ — /a devient suffisamment grand. 

En ne considérant que la moyenne force vive et la moyenne 
des valeurs de Xj:, Yj, Zz, il vient 

i2//i.'^--j2(Xx^Yr-f-Zz). 

M. Clausius, qui est arrivé à cette relation avant que M. Y. Vil- 
larceaun'eût établi son théorème, a donné au second membre 
le nom de viriel. 

60^ De la similitude en Mécanique, — Deux systèmes ma- 
tériels (S) et (S'), formés de corps solides réagissant les uns 
sur les autres, sont en mouvement; ils sont composés de 
masses élémentaires correspondantes m, m',... dont le rapport 
est constant. Soit 

Ces points sont, au bout de temps proportionnels, les points 
homologues de deux systèmes semblables. Posons donc 



t' 


•T Y 


- — «, 


— ~' — ~ 3t ; 


/ ' 


X jr 



OC, e, de même que (3, étant des constantes; x, y, z les coor- 
données de m au bout du temps /; x', y', z' celles de m' au 
bout du temps correspondant /'. Les droites qui représentent 
les forces extérieures F, F', agissant sur m, m', forment elles- 
mêmes, au bout des temps / et /', deux systèmes semblables; 
soit 

/ étant une nouvelle constante. 

Proposons-nous de déterminer la condition que doivent 
remplir les coefficients de proportionnalité pour que les choses 
aient lieu comme nous l'avons admis. 
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On a pour (S) el (S') 

(*) 2 "• (S' ^-^-^ ^ *^'^ $■ ^') = ^ (^'^'^'-^ ^'^-^'-^ ^'^''^' 

Cette dernière équation devient, eu égard aux condi- 
tions que nous nous sommes imposées et remarquant que 
X^_Y^_ _ 
X ~ Y ^' 

Pour que cette équation soit compatible avec (a), il faut 
que 

d'où _ 

(.) ■ -s^- 

On voit sans peine que le rapport des vitesses est donné 
par la fqrmule 

(2) >î = - = 

Applications. 

i<* Si deux points de même masse m, m', sans vitesse ini- 
tiale, sont attirés par un centre fixe proportionnellement 
à la /i'*'^ puissance de la distance, ces deux points seront à 
des distances proportionnelles du point après des temps 




I— n 



fOm'\ * 
dont le rapport sera Ijr — j . (Théorème d'Euler.) 

On a, en effet > 



O/w 



û ^"' m 



d'où, d'après la formule (i), 



I— n 



6 = a * 



'7 
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'iP Si deux pendules simples, de longueurs l et /', oscillent 
respectivement sous V influence des gravités respectives gct^, 
en supposant qu'ils soient écartés d'un même angle de la ver- 
ticale, les temps quUls mettront -à exécuter leurs oscillations 
ou à parcourir des arcs semblables seront dans le rapport 

Car 



r ^ g' 

S 



a = -y P=i, 7 = 



et la formule (i) conduit immédiatement au résultat énoncé. 
Le théorème de la similitude en Mécanique, dû à Newton, 
pourrait recevoir d'heureuses applications dans l'établissement 
des machines, en se proposant, par exemple, de faire une ré- 
duction d'une machine type dans des rapports déterminés. 

§ III. — Des petits mouvements d'un système de points 

matériels. 

61. Équations des petits mouvements d'un système à liai- 
son. — Considérons un système matériel assujetti à des liai- 
sons, en équilibre stable sous l'action de forces dépendant 
d'un potentiel <p. 

Si l'on fait subir aux points du système de petits déplace- 
ments en leur imprimant de petites vitesses, ils exécuteront 
chacun, par rapport à sa position d'équilibre, une série de 
petits mouvements que nous nous proposons d'étudier. 

Nous avons (54) 

Soient 

«„ 5„. . . celles des k coordonnées, au moyen desquelles on 
peut exprimer toutes les autres, ou encore k autres variables 
au moyen desquelles on peut exprimer toutes les coordon- 
nées, en satisfaisant aux équations de liaison; 

fff , «2, . . . les valeurs de ces variables qui correspondent à 
l'équilibre. 
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Posons 

Nous supposerons que les déplacements /. sont assez petits 
pour que Ton puisse en négliger les puissances supérieures à 
la première; les coordonnées seront alors des fonctions li- 
néaires des Xi 61 pourront être représentées par 



ai, bi^ Ci, a'i, . . . étant des quantités connues, ainsi que les va- 
leurs x^, jo, Zo, . . . de X, y, z,.. , lors de Téquilibre. 

Si Ton porte les expressions (2) dans l'équation (i), on 
trouve 

(3) / 2 

en posant 

Si Ton développe 9 («i -i- x,» «a + Xj» • • • ) suivant les puis- 
sances ascendantes des petites quantités x,,Xj»X3»'»*>ïes termes 
du premier ordre sont nuls en vertu de l'équilibre supposé 
pour x,= o» X2= o>' • •> 6^ ^'oï^ *> ^^ s'en tenant aux termes 
du second ordre, 



(5) 



/?(«•-+- Xi» ^-+-Xv"-) 

= ?K,«,....)-^-(^;^XÎ-H;^X?^-... 



d'où 






^7 
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L'équation (3) donne par suite, en identifiant les coeffi- 
cients des dxr * • •> 



(6) 



A. 


de 


-h, 


A... 


dt^ 




~ d(x] 


X. 


H- 

1 


d^o 
dardai J- 


K 


' dt' 


-+- 


A, 


dl^ 






1 


X. 


-^ ^ J X 



rf»(p 






X3 



Ces équations seront satisfaites par des valeurs de la forme 

(7) Xi=^'iSinv/p(^ -+-£), X2=^'.sinv/p(^H-e), X3= ^aSiny/pl^H- s), 
A,, A3,,. . ., p, e étant des constantes, et Ton aura 

^ ' V(A,,3A,H-A,A,H-...)-H^^-^A,-+- — A,-+- = 0, 



'•"^"a 



En éliminant les A* — i rapports t-'' t-^ • • • entre ces équa- 
tions, on obtiendra une équation en p du degré k, dont toutes 
les racines devront être réelles, positives et inégales; car au- 
trement il entrerait dans les expressions de x,> Xj»»*- ^®s expo- 
nentielles ou des termes croissant avec le temps; mais alors 
les déplacements ne resteraient plus très-petits, et Téqui- 
libre, contrairement à ce que Ton a supposé, ne serait pas 
stable. 

A chaque valeur de p correspondra un système de valeurs 

déterminées deT^j-r^v et deux arbitraires A„ e. Soient p, ♦ 

fit ai ^^ 

p%. . . les racines de l'équation en p; en donnant les mêmes 
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accents aux arbitraires correspondantes, le système de valeurs 

SX, = ^i sin y/p ( / -+- 6 ) -t- K^ sinv/p' ( / -t- e') -h . . . , 
Xj = ^jSinv/p(/ -+- 6 j-h/ZaSinv^p"' (/-+-«') -+-..., 



renfermant 2 A* constantes arbitraires sera la solution générale 
des équations (6). Les arbitraires se détermineront par les 

conditions que x„ Xr--*> /T' -^'v aient des valeurs données 
pour / = o. 

62. Stabilité et instabilité de l'équilibre, — Si dans l'ex- 

pression de la demi-force vive - \ m ( -rj 4- -V7 + -1-; ) 

on remplace x, j, z,. . i par leurs valeurs (2), en ayant égard 
aux relations (4)» on trouve pour résultat 



:2(*.f-^f#)- 



Appelons T le résultat de la substitution de A/, hj à -^t -7^> 

■' at at 

ou posons 

Si.V est le résultat de la substitution de A,- et hj à x,» X/» 
dans le second membre du développement (3) de 9, on a 






Les équations (6) peuvent se mettre sous la forme suivante 

• dT d\ 
^dh,-^dh=''^ 

(IT dW 

dT dW_ 
^dà.-^d/i,^''' 
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Si Ton ajoute les équations respectivement multipliées 

par A,, hty A3,..,, et que Ton remarque que T et V sont des 

fonctions homogènes du second degré de ces quantités, on 

obtient 

pT-+-V=o, 

d'oii 

T 

A des valeurs réelles de p doivent correspondre des valeurs 
réelles de A,, Aa, As,...; la fonction T, par sa nature, est essen- 
tiellement positive ; pour que les valeurs de p soient positives, 
il faut donc que V soit négatif pour des valeurs suffisamment 
petites de x,» X2» • • •> ^^ V^^ suite pour les valeurs respectives 
Al, Aj,... qui sont du même ordre de grandeur, ou encore que, 
lors de l'équilibre, le potentiel soit un maximum ; dans ce cas, 
les intégrales seront de la forme (9) et les déplacements res- 
teront très-petits; en d'autres termes, Téquilibre sera stable, 
résultat auquel nous sommes déjà arrivé d'une autre manière. 

Si 9 (a,, «2,. . .) est un minimum, les valeurs de p sont néga- 
tives, c'est-à-dire que les déplacements x,> Xa»*" seront repré- 
sentés par des sommes d'exponentielles et ne pourront pas, 
par suite, rester très-petits; d'où il suit que, lorsque le poten- 
tiel est un minimum, l'équilibre est instable. 

63. Principe de la coexistence des petites oscillations, — 
On voit, en se reportant aux formules (9), que le mouvement 
général du système matériel est le résultat de la composition 
des mouvements oscillatoires partiels, correspondant respec- 
tivement à chacune des valeurs de p. 

Considérons en particulier celui de ces derniers qui dépend 
de la valeur p, nous aurons 

X. =//,sinv/p(^-he), 
X, = //,sinv/M/-+-£), 

X3=^'3sinv'p(^-+-0/ 



Si, d'après les conditions initiales du mouvement, le sys- 



■'f. 
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lème de vibrations considéré est unique, cesl-à-dire si les A,- 
sont nulS; tous les points du système reviendront en même 
temps et périodiquement à leurs positions d'équilibre. 
Revenant au cas général, lorsque les durées des oscilla- 

tions simples -^9 -^=î«-« seront commensurabl es, le système 

V^P Vp' 
matériel reviendra au même état au bout de chaque intervalle 

de temps égal à la plus longue. 

64. Principe de la superposition des petits mouvements. 
— Supposons que, pour certaines données initiales 

Ùl-a ^-a ^-a 

le mouvement soit défini par les intégrales 

Xi = ^P Xa — ^2) Xa^^^aî Xi~^i»"*' 

que, pour d'autres conditions initiales 

Xi ~ ru X2 ^^ r2> • • M 
dt ~ •' dt ""^^ 

on ait 

Xi ~ ^^i) Xa ^^ '''j- • • • » 

et ainsi de suite. 

Pour les données initiales, qui sont respectivement les 
sommes des précédentes. 



dt ^ ^ ' dl 



— ^' — rt, -h ^, -4- . . . , -^ — fl.^ -H ^, -h . . . , 



le mouvement sera représenté par les sommes des intégrales 
ci-dessus, 

car ces dernières expressions vérifient les équations différen- 
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tielles linéaires du mouvement, et se réduisent aux valeurs 
initiales données lorsqu'on y fait t = o. 

Ce théorème, d'après lequel les petits mouvements se su- 
perposent sans se nuire, permet de donner l'explication d'un 
grand nombre de faits relatifs aux ondulations des liquides, à 
l'acoustique, à la lumière, etc. 

65. Introduction de forces constantes, — Superposition des 
effets. — Supposons qu'au lieu d'avoir abandonné le système 
matériel à lui-même, après lui avoir fait subir un petit ran- 
gement, on y ait introduit de nouvelles forces constantes 
en grandeur et en direction, capables toutefois de ne produire 

que des déplacements très-petits. 

d^3c d^y* 
On voit qu'il sufflra d'augmenter de constantes -^ » 'dn^*" 

dans l'équation (i), ou -^~> ~J^^'" ^^^^ '^^ équations(3), 
ou enfin d'introduire des constantes A, B, C,... dans les équa- 

tions (6), qui, résolues par rapport 3ux-^~> donneront des 
résultats de la forme 

(lo) { -7^=B-+-ry,x, H-^,X,-+-^3X3-+--M 



A, B, C, . . ., pi9 Pi, ptf», Çi, Çif 98>> • • étant des coefficients 
connus. 
Mais si l'on pose 

ùt, a,, 03,... étant des constantes déterminées par les équa<- 

tions 

A -»- y», «, H- y», «.j -h . . . = o, 

B H- 7, «, -+- 7j <lj -f- . . . = o, 



M 
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les équations (lo) deviennent 



dt 



r = A"i-+-A«2-^ 



• • • 



> 



et Ton voit que u^y 1/3,. . . ne sont autre chose que les valeurs 
de Xi» Xa»» • •» correspondant à l'équilibre après l'introduction 
des nouvelles forces; on a d'ailleurs 

f^^ ^ 

dt dt ' " * ' 

d'où l'on déduit que les vitesses sont les mêmes par rapport à 
l'un ou l'autre état d'équilibre et l'on peut encore énoncer 
ce théorème : 

Lorsque, dans un système dérangé très-peu d'une position 
d'équilibre stable, on introduit des forces très-petites, con- 
stantes en grandeur et en direction, le mouvement de chaque 
point matériel par rapport à sa nouvelle position d'équilibre 
est le même que celui qui est relatif à sa première position 
d'équilibre, si les circonstances initiales sont identiques dans 
Vun et l'autre cas. 

On voit aussi sans peine que le mouvement du système est 
le résultat de la superposition de deux autres; Vun corres- 
pondant à l'état initial sans l'introduction des nouvelles 
forces, l'autre à l'introduction de ces forces, sans déplace- 
ment ni vitesse à V origine du temps. 

Aux deux théorèmes précédents, on peut ajouter le suivant, 
qui n'est pas moins évident : 

Les mouvements produits par les divers groupes de forces, 
dans lesquels on peut décomposer les nouvelles forces, se com- 
poseront entre eux géométriquement. 

66. Remarque relative au cas où le système se meut dans 
un milieu résistant. — En ne considérant que le cas où les 
vitesses des éléments matériels du système sont très-faibles^ 
nous pourrons considérer la résistance du milieu sur chaque 
élément comme proportionnelle à sa vitesse; ce qui nous 
conduit à remplacer, dans les seconds membres des équa- 
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tions(io),AyByC,... par des sommes de termes proportionnels 
. (H dn 



(") 



les coefficients D/ étant des constantes. 
On satisfera à ces équations en posant 

(12) { 



^P^ =/'.X.-+-AX2^-• 





63, û)',... étant des constantes de l'ordre de D„ Dj,..., c'est-à- 
dire des quantités très-petites si le milieu est très-rare» et 
dont on pourra négliger les puissances supérieures à la pre- 
mière. . 

En faisant d'abord abstraction de la résistance du milieu, c'est- 
à-dire en supposant D, = o, 0,= o,..., 0= o, a>'=:o,..., on dé- 
terminera les valeurs de p, t^j -rv' En substituant ensuite 

fil n 

les expressions (12) dans les équations (i i), on aura des équa- 
tions linéaires en û), &)',... qui permettront de déterminer ces 
inconnues. 

67. Formules de Cauchy. — Dans ce qui précède, nous 
n'avons considéré qu'un système composé d'un nombre li- 
mité d'éléments matériels assujetti à des liaisons, en compre- 
nant dans un même potentiel les forces extérieures et les ac- 
tions mutuelles. Quoique la loi que suivent ces dernières nous 
soit complètement inconnue, on peut, comme nous allons 
le voir, arrivera des conséquences générales très-importantes. 

Si un système matériel sans liaisons, comprenant sous un 
très-petit volume un grand nombre de molécules, comme cela 
a lieu pour les corps de la nature, n'éprouve que de très-petits 
déplacements, on peut, sans faire aucune hypothèse sur la loi 
des actions mutuelles, réduire à trois équations aux di£fé- 
rentielles partielles les équations des petits mouvements, en y 
introduisant des constantes qui ne dépendent que du grou- 
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pement moléculaire du corps en équilibre sous l'action de 
forces extérieures déterminées. 
Soient, à l'état d'équilibre, 

^9 Ty ^ '®s coordonnées, par rapport à trois axes rectangu- 
laires fixes Oo;, Oj, Oz, d'une molécule de masse m,; 

X, Y, Z les composantes parallèles à ces axes de l'accélération 
due aux forces extérieures qui agissent sur m,; 

/* la distance de moà une autre molécule m dont les coordon- 
nées sont a; + A, j-t-A, z-f-A; 

mm^f[r) l'action mutuelle de m, m, (30). 

Nous aurons, pour exprimer que /Wo est en équilibre, en po- 

sant (p(r)=r:^, 

IX H- 2///<}> (r) A = o, 
Y -4-2/W(p(r)/=: o, 
Z H- 2/w<j)(r) /= o. 

Soient, à l'étal de mouvement, o: -h m, j -r- c, z -h (v, les coor- 
données de mt. Les coordonnées correspondantes de m, en 
s'arrétant aux termes du second ordre, seront 

, du , du , du , 

X -h /* -+- M -h -:- // -h -T- A- -h -7- / 



dx dy dz 



\ (d^u .^ d^u ,^ d^u „ id^it,, id^u,, id^u 
•2 \dx^ dj-^ dz* dxdy dxdz dy dz 



ou 

j: -f- A -h tt -H 5w , 



en posant, pour abréger, 

' - du , du , du , 

ou — -r-ri -i A -h -j- / 

dx dy dz 



d^u ,, d^u _ ^d^u ,, 



, l('Il±h' 

(ï) ' 1 \dx* dy* ilz* dxdy 

') 



id^u ,, id^u ,/ 

7- /// ^ - — — // 

(Ixdz (iydz 
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Si r 4- 3r est ce qu'est devenue la distance r, nous aurons^ au 
lieu des équations (i), les suivantes : 

X -r^ -t- 2/wç (r-t- $r)(h-hiu) = o, 



en supposant que X, Y, Z n'aient pas varié d'une manière ap- 
préciable pendant le mouvement. 
Il vient donc 



et l'on a, aux secondes puissances près des déplacements, 

d'où 
puis 

= ) 

r 

et, par suite, 

On obtiendra donc enfin les équations du mouvement en 
remplaçant dans ces dernières iu^ dv, iw par leurs valeurs (2). 

Si nous considérons en particulier le cas d'un corps homo- 
gène, comme des molécules de même masse m sont groupées 
symétriquement autour de nio, on a 

2/wç(r)A— o, 2/;/<p (r) /• = o, 2w«p(r)A = o, 
2/wç{r)M = o, I.m(f(r)hl—-o, 2/w<j)(r)//= o, 

2«!^A»/ = o 
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De sorte qu'en posant 

ijÊmà r 2^ r 2^ r 

• « 

les équations (3) deviennent 

(5) { ^.C4!^+.C'''«' 



dxdy dxdz 



Mais il existe^ entre B et C, une relation résultant de ce que 
les constantes sont indépendantes de l'orientation des axes 
parallèles à Oo;, 0/, Oz, passant par mo. 

Soient, en effet, 

a, (3, y les angles de Taxe des z avec de nouveaux axes; 
h\ k'y V les coordonnées relatives à ces axes et correspon- 
dant à hy ky /. 

On a 

/ = //'cosa -h X'cosp -H /'cosy, 

B = - ^/w^^^/^ = B (cos*a -+- cos^p -+- cos*7) 

-+- 6 G (cos* a cos' p -f- cos^ a cos^ 7 -+- cos* p cos'y) , 
et, comme 

COS'a -+- COS'P -+- COS^V = I, 

I — cos*a — cos^p — cos^y = % (cos'a co3,p H- cos^a cos^y cos'P cos'v ) , 

il vient 

B=3C. 

S| nous substituons à [l' sa valeur, et que nous posions 

~ dx djr dz 
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et en général 

dx' '* df "^ dz' ' 

A^F étant ce que Lamé appelle le paramètre différentiel du 

second ordre de la fonction F, les équations (5) prendront la 

orme simple 

d'^u .. .dQ ., 

,dF'=^^-^^^dz-^^^'^' 

Le volume élémentaire dxdydz est devenu, à la suite du dé- 
placement,' 



= djc djrdz ( 



du dv dw\ 
dx ~dy dz ) 



et il a aussi éprouvé une augmentation relative égale à B qui 
représente ainsi la dilatation cubique au point mo. 

En ajoutant les trois équations (6) respectivement différen- 
liées par rapport à x, j, z, on obtient 

d'^ ,^ Jd''^ dH d'ù\ 

pour réquation du second ordre, à laquelle satisfait la dilata- 
tion cubique. 
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CHAPITRE VI. 

STATIQUE, 



^ l. — De la réduction des forces appliquées à un corps 

solide, 

68. Nous rappellerons que les concilions d'équilibre d'un 
corps solide 

2X= o,' 2Y = 0, 2Z =0, 

(i) 2(Yz~Zj^) = o, 2(Za:-Xz) = o, 2(Xj-Yj:)=o . 

expriment que : i** le travail virtuel des forces qui le sollici- 
tent est nul pour tout déplacement du corps; 2" ces forces, 
transportées parallèlement à elles-mêmes en un point, s*y font 
équilibre; 3** les axes des moments des forces extérieures ont 
une résultante nulle. 

Supposons, en particulier, que toutes les forces soient com- 
prises dans un même plan que nous prendrons pour plan des 

xfy on a 

Z = o, z = o, 

et les équations d'équilibre se réduisent aux trois suivantes : 

2X = o, 2Y=o, 2(X/ — Yx) = o. 

69. Forces équivalentes. — Si un système (S) de forces F, 
F', . . . agissant sur un solide, donne, quel que soit le déplace- 
ment virtuel, le même travail virtuel qu'un autre système 
composé des forces F,, F',,. . . qui viendrait à être applique 
au même corps, on peut évidemment remplacer le premier 
système par le second, et l'on dit alors que les deux systèmes 
sont équivalents. 

Il faut donc et il suffit, pour que deux systèmes soient équi- 
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valents, qu'ils donnent lieu à une même résultante des forces 
transportées parallèlement à elles-mêmes en un même point 
et au même moment résultant en grandeur et en direction. 

Il arrive souvent que , pour simpliQer des questions de 
statique, on est conduit à substituer à un système de forces 
un autre système moins compliqué. 

Au point de vue physique, pour que le second système soit 
admissible, il faut que ses différentes forces soient appliquées 
en des points du solide; mais on peut également admettre un 
Système qui ne remplit pas cette dernière condition, en sup- 
posant que les points d'application de ces forces soient reliés 
géométriquement au corps, d'une manière invariable, par des 
droites, puisque ces forces, quoique fictives, du moins en ce 
qui concerne un certain nombre d'entre elles, donnent dans 
les équations (i) des termes équivalents à ceux qui provien- 
nent des forces auxquelles elles sont substituées. 

On peut dire aussi que deux systèmes de forces sont équi-- 
valents lorsque, en changeant seulement le sens des forces de 
l'un d*eux, il fait équilibre à Vautre. 

Nous allons étudier les principales propriétés des systèmes 
équivalents. 

I® Deux forces égales F, F' de même intensité, dirigées sui-- 
vant la même droite, mais en des points différents dont la 
distance est constante, sont équivalentes ; car, d après une re* 
marque faite au n'' k%, ces deux forces donnent lieu au même 
travail virtuel. On peut donc dire que Von peut considérer une 
force comme appliquée à un point quelconque de sa direction 
pourvu que ce point soit invariablement lié au corps, 

2" Forces concourantes. — Des forces F, F', F",. . ., appli- 
quées à un corps solide, dont les directions concourent à un 
point, peuvent donc être considérées comme appliquées en 
ce point supposé lié invariablement au corps. Elles peuvent 
être, par suite, remplacées par leur résultante quand même sa 
direction ne rencontrerait pas le corps; cette résultante peut 
être elle-même remplacée par un groupe de forces appliquées 
en un point quelconque de sa direction, soumis à la condition 
ci-dessus énoncée, et dont elle serait la somme géométrique. 



^A 
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3° Résultante de forces parallèles. 

(a) Cas où toutes les forces sont de même sens, — Poids 
total d'un corps. — Supposons que Ton prenne Taxe Oz pa- 
rallèle à la direction des forces F, F', ... ; en transportant ces 
forces parallèlement à elles-mêmes au point 0, elles ont une 
résultante 

(a) R = 2F, 

égale à leur somme. Elles ne donnent des moments que par 
rapport à 0^ etOj, et ces moments sont 

Si nous considérons F, F',. . . comme les masses de points 
matériels placés aux points d'application de ces forces, nous 
savons qu'il existe un point relié invariablement au corps, dont 
les coordonnées sont 

_ 2F.r _2Fr _ 2Fz 

et qui n'est autre chose que le centre G de ces masses, dont 
la situation ne dépend que de la grandeur de F, F', . . . et de la 
position de leurs points d'application. 
On déduit de là 

Les formules (a) et (c) montrent que les forces F, F',. . . 
peuvent être remplacées par une force unique ou résultante R, 
égale à leur somme, parallèle et de même sens, dont la direc- 
tion passe par le point G que nous savons déterminer. 

En changeant la direction de F, F',. . .,1a résultante restera 

la même en grandeur, et sa direction passera toujours par le 

point G, qui a reçu pour ce motif le nom de centre des forces 

parallèles, et que l'on pourra à l'occasion considérer comme 

«on point d'application. 

On peut supposer que les points d'application des forces 
soient les intersections de leurs directions avec un plan dé- 
terminé; alors on voit de suite que leur composition revient 
à celle des rotations de même sens (36, 1" Partie). Il est éga- 

18 
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lement visible, d'après celle analogie, qu'une force ne peut se 
décomposer que d'une seule manière en deux ou irois autres 
parallèles à sa direction et que, si l'on se donne plus de trois 
poinisd'applicalion des composâmes, la décomposilion est in- 
déterminée. 

Pour un même lieu et pour un corps de faibles dimensions, 
relalivement à celles de la Terre, comme ceux que l'on observe 
à sa surface, les poids des différents éléments matériels qui 
constituent ce corps, élani proportionnels à leurs masses et 
parallèles entre eux, donnent lieu à une résultante verticale 
égale à leur somme ou au produit de la masse totale par l'accé- 
lération de la gravité, et dont la direction passe conslamment 
par le centre de masse, quelle que soit la position du corps; 
c'est ce qui fait donner au centre de masse le nom de centre 
de gravité. Le poids total d'un corps solide est ainsi la somme 
des poids de ses éléments malériels. 

Il peut arriver que la direction de ce poids ne rencontre 
pas le corps, comme cela aura lieu notamment pour un an- 
neau maintenu horizontalement. 

On comprend maintenant ce que c'est que l'unité de force 
adoptée dans les applications de la Mécanique, le kilogramme, 
qui est le poids total d'un décimètre cube d'eau distillée à 
son maximum de densité. 

Application au double mouvement d'un corps solide, — Con- 
cevons que l'on imprime à tous les éléments matériels d'un 
corps solide de masse M un mouvement de translation égal et 
contraire à celui de l'un de ses points m ainsi ramené au repos. 
L'accélération translatoire — 9, égale et contraire à celle du 
point m, donnera lieu aux forces d'inertie parallèles, mç, 
m'ç,. . ., dont la résultante M<p passera par le centre de gra- 
vité G du corps; de sorte que l'on sera ramené à considérer 
le corps comme tournant autour du point m considéré comme 
fixe y sollicité par les forces extérieures et par une force d'i- 
nertie égale et contraire à celle de toute la masse concentrée' 
au centre de gravité, due à l'accélération absolue du point m. 
Ce qui est conforme à ce que nous avons obtenu à la fin^du n® 59. 

(b) Cas où les forces sont de sens contraire, — On détermi- 
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nera la résultante R, Ri des deux groupes F, F',... et F„ F,,... 
pour chacun desquels les forces sont de même sens, mais sont 
de sens contraire de Tun à l'autre groupe. On est donc ramené 
à examiner le cas de deux forces parallèles et de sens con- 
traire; supposons R,>R. 

Soient 0, 0, les points d'application de R, Ri. La résultante 
de ces forces transportées parallèlement à elles-mêmes en un 

point quelconque est 

a = R,~R; 

mais on voit qu'il existe au delà du point Oi par rapport à 0, 
sur la droite Od, un point A, déterminé par la relation 

0A=gA_00., 

d'où 

^.OA = R,.00,. 

Si l'on suppose que la force Si soit appliquée au point Â^ 
cette dernière relation exprime que le moment de a par rap- 
port à est égal à celui de Ri, en remarquant que les dis- 
tances de ce point à ^ et R, sont proporlionnelles à OA, OOi; 
d'où il suit que les forces R, Ri ont une résultante Si et qu'elles 
se composent comme deux rotations de sens contraire autour 
d'axes parallèles. 

La décomposition d'une force en deux autres de sens con- 
traire, parallèles à sa direction, appliquées à des points donnés, 
compris dans un plan passant par cette force d'un même côté 
de laquelle ils sont situés, se ramène également à celle d'une 
rotation en deux autres de sens contraire ai^tour d'axes paral- 
lèles au sien, avec lequel ils sont situés dans un même plan. 

Le point d'application A de la résultante Si, étant indépendant 
de la direction R, Ri, est aussi un centre de forces parallèles. 

(c) Couples. — La composition précédente ne peut plus 
s'effectuer lorsque les forces sont égales; car on arriverait à 
une résultante nulle située à l'inflni, ce qui n'est pas suscep- 
tible d'interprétation. 

Le système de deux forces parallèles égales et de sens con- 
traire F, F| a reçu de Poinsot le nom de couple. 

i8. 
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Un couple ne donne évidemment aucun élément dans les 
trois premières équations d'équilibre ou de translation ; il n'a 
d'influence que dans les équations d'équilibre de rotation, et 
nous sommes conduit à Tétudier à ce point de vue d'une ma* 
nière spéciale. 

Soient A, Âi les points où la perpendiculaire abaissée d'un 
point C du plan du couple rencontre la direction des forces F 
et F,. Que le point C soit placé entre les directions des forces 
F et F, ou au delà de l'une d'elles par rapport à l'autre, on 
reconnaît sans peine que la somme des moments des deux 
forces F, Fi a pour expression F. AA» et qu'elle est ainsi indé- 
pendante de la position du centre des moments, 

La distance AAi s'appelle le bras de levier du couple. 

Considérons maintenant le même couple dans l'espace et 
soient 

C le centre des moments [Jig, 44); 

A, Al les points de rencontre des directions de F et F» avec le 

plan normal à la direction de ces deux forces mené par le 

point C. 

Fig. 44. 




Le moment des forces du couple par rapport au point C est 
la résultante géométrique C^ des deux a)?es Ca, Cai des mo- 
ments de F et Fi, tracés en ayant égard aux directions opposées 
de ces deux forces. 

Mais on voit immédiatement, par la similitude des triangles 
Caj3 et CAA„ que ce moment n'est autre chose que 

F.AA,; 

en d'autres termes , le moment résultant des forces d'un 
couple par rapport à un point quelconque est constant et égal 
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au produit de lUntensité de ses forces par leur distance, et 
l'axe du moment est perpendiculaire au plan du couple. On 
comprend ainsi comment ce produit a reçu le nom de moment 
du couple. 

Les théorèmes suivants deviennent évidents par .ce qui pré- 
cède. 

1° Un couple peut être transformé en un autre, de même mo- 
ment, situé dans le même plan. 

2® Un couple peut être orienté d'une manière quelconque 
dans son plan, et ce plan peut être transporté parallèlement à 
lui-même. 

3° La composition et la décomposition des axes des mo- 
ments des couples s'effectuent suivant les règles indiquées 
pour les moments des forces. 

70. Interprétation des équations de l* équilibre au moyen 
des couples. ■— Soient 

le centre des moments; 

OA la perpendiculaire abaissée du point sur la direction de 
Tune des forces F qui sollicitent le corps. 

Supposons le point relié invariablement et géométrique- 
ment au corps; appliquons en deux forces F| et — Fi égales 
à F et de sens contraire, mais dont la première a le même sens 
que F. Rien n'est changé aux conditions d'équilibre, mais on 
peut maintenant considérer ce système de forces comme com- 
posé de la force F, = F appliquée en 0, et d'un couple que nous 
représenterons par (F, — - F,) ou (F, — F). 

Ce mode de transformation d'une force en un couple et en 
une force qui lui est égale en grandeur et en direction, et sup- 
posée appliquée en un point du corps ou qui lui est invaria- 
blement relié, se traduit, pour la simplicité du langage, par 
l'expression : transporter une force parallèlement à elle-même 
en un point donné. 

Les axes des couples se composant comme ceux des mo- 
ments, tout groupe de forces, en les transportant p^arallèlement 
à elles-mêmes en un point quelconque 0, se réduit à une ré- 
sultante appliquée à ce point et à un couple. Les conditions 
d'équilibre du corps se réduisent, par suite, à ce qui suit : la 
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résultante des forces extérieures, transportée parallèlement à 
elle-même en un même point, et celle des axes des moments 
des couples doivent être séparément nulles. 
On déduit également de ce qui précède que : 

i" Deux couples ne peuvent se détruire, c'est-^à-dire se faire 
équilibre, qu^ autant qu'ils sont compris dans un même plan ou 
dans des plans parallèles et qu'ils ont des moments égaux mais 
de sens contraire; 

2" Une force et un couple ne peuvent donner une résultante 
unique qu'autant qu'ils sont situés dans un même plan; cette 
condition est d'ailleurs suffisante pour qu'il en soit ainsi; 

Car en transportant la force — R, égale et opposée à la force 
R et qui doit faire équilibre au couple (F, — F), au point d'ap- 
plication A de la force F, il en résulte une autre force — R, 
appliquée en ce point, et un couple qui ne pourra détruire le 
précédent qu'autant qu'il sera situé dans son plan, ce qui 
exige qu'il en soit de même de la force R. 

3° Un groupe de forces peut se réduire à une infinité de 
systèmes de deux forces non situées dans le même plan. 

Supposons, en effet, que le couple (F, — F) soit transporté 
parallèlement à lui-même, de manière que la résultant^ R ren- 
contre la direction de la force F au point A. Ces deux forces 
donnent une résultante R', non située dans le même plan que 
— F; mais comme on peut transformer d'une infinité de ma- 
nières le couple dans son plan, pourvu que son moment ne 
change pas, il en résulte que les résultantes R' et —F peuvent 
varier également d'une infinité de manières en grandeur et en 
direction. 

Remarque.— Dans tous les cas, on peut faire en sorte que les 
directions des deux forces soient perpendiculaires entre elles. 

Soient, en effet, R„, R;, les composantes de R, respective- 
ment normale au plan du couple et comprise dans ce plan, 

la résultante R;, -+- F — F et R„ seront comprises perpendicu- 
laires entre elles. 

4° Deux forcesy non situées dans le même plan, n'ont pas de 
résultante unique; 
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Car en transportant Tune des forces parallèlement à elle- 
même en un point de la direction de l'autre, on obtient une 
résultante et un couple non compris dans le même plan qui 
ne peuvent se détruire; 

5® Trois forces F, F', F'', non situées dans le même plan, 
peuvent avoir une résultante unique. 

En effet, en transportant F' et F" parallèlement à elles- 
mêmes en un point A de la direction de F, il est possible que 
Taxe du couple résultant soit perpendiculaire à la résultante 
de F, F', F" supposées appliquées en ce point A; 

6" On peut obtenir un centre de réduction tel, que le couple 
et la résultante auxquels se ramène un système de forces soient 
perpendiculaires entre eux. 

En effet, on peut faire en sorte que le bras de levier du 
couple (F, —F) coïncide avec Tintersection du plan (P) de ce 
couple et du plan (P'), qui est perpendiculaire à la résul- 
tante R; le couple peut se décomposer en deux autres, l'un 
(F', —F'), compris dans le plan (P'), et l'autre dans le plan 
perpendiculaire à ce dernier mené par le bras de levier. Ce 
dernier couple donnera avec R une résultante perpendiculaire 
au plan du précédent. 

Remarque. — Soient 

9 l'angle formé par les plans des couples ( F, — F ) et ( F', — F') 

dont nous venons de parler; 
G, M les moments de ces couples. 

On a 

M = G cosîp, 

ce qui prouve que (F', — F') est le couple de réduction, dont 
le moment est minimum (' ). 



(') La théorie des couples a donné lieu, de la part de plusieurs savants, à 
des théorèmes très-intéressants au point de vue géométrique. Nous nous borne- 
rons à énoncer le suivant, qui est de M. Chasles, et dont la démonstration ne 
présente aucune difficulté : 

Le 'volume du eétrahdre construit sur le groupe indéterminé formé par la 
résultante et le couple résultant auxquels tout sjstème de forces peut se ramener 
est constant. 
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71. Application de la composition des forces concourantes 
au calcul de l'attraction due à la gravitation des sphères et de 
quelques autres corps, 

1** Attraction d'une courbe sphérique homogène, ex trémie-- 
ment mince sur un point extérieur. — Soient (Jig. ^5 ) 

Kg. 45- 



\~^--. 




M 



e répaisseur infiniment petite de ia couche ; 

R le rayon de Tune ou l'autre de ses surfaces; 

p sa densité ; 

m=:/yTïïi^ep sa masse; 

M la masse du point matériel ; 

a la distance MO de ce point au centre de la sphère; 

AAt, A' A', deux plans perpendiculaires à OM Infiniment voi- 
sins, déterminant dans la surface extérieure une zone élé- 
mentaire ayant pour hauteur BB'. Les cônes normaux à la 
surface, menés par les circonférences AA», A' A',, détache- 
ront dans la couche un anneau circulaire ayant deux dimen- 
sions infiniment petites et dont nous chercherons d'abord 
Tattraciion sur M; 

AM = z; 

MB = X, d'où BB' = dx. 

Le volume de l'anneau étant égal au produit de la surface 
de la zone par e, il vient pour la masse correspondante 

Appelons fx la masse d'un point matériel de l'anneau situé, 
par exemple, en A, l'attraction de /x sur M, dirigée de M vers A, 
sera 
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/étant un coefficient constant dont nous avons donné la signi- 
fication dans, un autre Chapitre. 

La résultante des actions semblables pour tous les points 
de Tanneau étant évidemment dirigée de M vers 0, en raison 
de symétrie, et par suite égale à la somme des projections de 
ces actions sur MO, on a 

MfA MB 



Srmif. Mo --, X ^ 



ou, comme 2/x n'est autre chose que la masse de Tanneau, il 
vient 

y.-, R , - M m scdx 
27rep/M — X dx = f — =r- 



z^ ' 



or 

R' = fl' -4- z^ — %ax^ 

d'où 

, dz 

(ix = z — • é 

a 

L'expression ci-dessus devient par suite 

et pour avoir l'attraction totale de la couche, il faut l'intégrer 

entre les limites z = a — R, z = aH-R, et Ton trouve sans 

peine pour résultat 

/ M/w 

^-^^ 

On voit ainsi que l'attraction de la couche sur un point 
extérieur est la même que si toute sa masse était concentrée 
en son centre. 

Il est manifeste que cette attraction est égale et directement 
contraire à celle du point sur la couche. 

2" Attraction d^une sphère composée de couches concen^ 
triques homogènes sur un point extérieur, — Puisque le théo- 
rème précédent a lieu pour chacune des couches de la sphère, 
il se trouve établi pour la masse totale. 

3° Attraction mutuelle de deux sphères composées de cou- 
ches concentriques homogènes. — D'après une remarque faite 



282 DEUXIÈME PARTIE. — CHAPITRE VI. 

plus haut, pour déterminer Tattraction d'une sphère sur cha- 
cun des points de l'autre, on peut supposer que sa masse H 
est concentrée en son centre; mais alors on est ramené au cas 
précédent, et Ton peut dire que : 

Deux sphères composées de couches concentriques homo- 
gènes s'attirent comme si leurs masses étaient concentrées 
en leurs centres respectifs. 

4° attraction d'une sphère creuse composée de couches 
homogènes concentriques sur un point intérieur, — Si Ton 
considère l'une des couches supposées réduites à une épais- 
seur extrêmement petite, l'attraction s'obtiendra en intégrant 
l'expression ( a ) entre les limites R — a et R -4- a, et l'on trouve 
un résultat nul. 

D'où il suit que l'aitraction de la couche totale proposée 
sur un point intérieur est nulle, ou que le point se trouve en 
équilibre dans l'intérieur de la sphère creuse. 

Ce théorème, dû à Newton, n'est qu'un cas particulier du 
suivant : 

5** Une couche homogène d'épaisseur quelconque, terminée 
par deux ellipsoïdes semblables concentriques, semblablement 
placés, n'exerce aucune attraction sur un point , et par suite 
sur un corps situé dans son intérieur, — Concevons un cône 
d'ouverture infiniment petite mesurée par l'élément rfw de la 
surface de la sphère d'un rayon égale à l'unité, ayant pour 
sommet le point m; il déterminera dans la couche deux seg- 
ments exerçant sur le point m deux actions directement oppo- 
sées. Soit ria distance du point /n à un point quelconque de 
l'un de ces segments, on pourra décomposer ce dernier en 
éléments de volumes tels que r^dcùdr, dont la masse donnera 
lieu à l'attraction 

p — -^ — = mpaoidr. 



Wl 



En intégrant par rapport à r, et en appelant u l'épaisseur du 
segment dans le sens de r, on trouve pour l'attraction qu'il 
exerce sur m 

fm pud(ii\ 

et comme l'épaisseur u est la même pour les deux segments^ 
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on voit que leurs actions sur m se neulralisenl, el, par suite, le 
point m se trouve en équilibre dans Tinlérleur de la couche. 

Il est visible que la proposition que nous venons de démon- 
trer subsiste encore pour un solide composé de couches concen- 
triques homogènes, comprises chacune entre deux ellipsoïdes 
semblables, mais dont la densité peut varier de Tune à Tautre. 

6** Application à la théorie de l'électricité. — Considérons « 
un ellipsoïde électrisé positivement; si, d'après Thypoihèse 
admise, on assimile Télectricité à la matière et qu'on la sup- 
pose répandue à la surface de manière à y former une couche 
plus ou moins épaisse, il faut, pour l'équilibre, que les attrac- 
tions de cette couche sur l'électricité de signe contraire de 
chaque molécule intérieure s'e neutralisent. 

On satisfait à cette condition en supposant que la surface 
extérieure de la couche est semblable à celle du corps; mais 
alors les épaisseurs du fluide au sommet sont proportionnelles 
aux axes correspondants. Lorsque l'un des axes est beaucoup 
plus long que les autres, l'épaisseur et, par suite, la tension 
électrique à l'un de ses sommets y est très-grande et devient 
infinie si l'ellipsoïde se transforme en un paraboloïde; ce qui 
veut dire que l'équilibre est rompu et que l'électricité doit se 
répandre à l'extérieur. On explique ainsi le pouvoir des pointes 
en assimilant la pointe à un ellipsoïde très-allongé. 

7° Attraction d'une sphère composée de couches concen- 
triques homogènes sur un point intérieur, — D'après ce qui 
précède, cette attraction se réduit à celle des couches inté- 
rieures à la surface sphérique passant par ce point. 

8** Application à la pesanteur à la surface de la Terre, — Si 
Ton fait abstraction de la force centrifuge, le poids d'un corps 
à la surface de la Terre n'est autre chose que la résultante des 
actions qu'elle exerce sur les différents points de ce corps. Con- 
sidérons la Terre comme sphérique en négligeant l'aplatis- 
sement aux pôles, et soient M la masse de la Terre, R son 
rayon, p sa densité moyenne, g l'accélération de la pesanteur, 

nous aurons 

M 

D'après ce qui précède, cette fonnule est également appli- 
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cable à un point compris dans Tintérieur de la Terre situé 
i une distance R de son centre de gravité, et Ton voit ainsi que 
dans l'intérieur de la Terre la pesanteur croît comme la dis- 
tance au centre. Toutefois, il ne faut pas perdre de vue que 
cette conclusion est subordonnée à l'hypothèse d'une densité 
uniforme de la Terre, ce qui n'a pas lieu en réalité; mais, si l'on 
veut faire entrer en ligne de compte la variation de densité des 
couches, on entre dans le domaine de la Mécanique céleste, et 
l'on sort ainsi des limites que nous nous sommes assignées* 

9® attraction d'un corps déforme quelconque sur un point 
matériel qui en est très-éloigné. — Soient 

M' la masse du corps; 
m l'un de ses points matériels; 
G son centre de gravité ; 
M la masse du point attiré; 
a la distance GM; 

Gz, Gy deux droites rectangulaires comprises dans un plan 
mené en G perpendiculairement à GM, pris pour axe des x. 

Nous avons 

(p) Ima: = Oj lmjr=o, lmz = o, 

en appelant x, y, z les coordonnées du point m. 

Nous supposerons que a est assez grand par rapport aiix di- 
mensions du corps pour que l'on puisse négliger devant l'unité 

x^ y^ z^ 
les rapports -r» —? --5 de sorte que nous aurons 
^^ a^ a' a^ ^ 

M/71 « \ « / 

Les composantes suivant les trois axes 0^, O7, 0;5 de Tat- ' 
traction de m sur M sont 



y.,, a — x f^mf 7.x\ 
/M/w^=^=-^(n- — ) 

Mw ^ \ ^ / 

j^K r jTMw 



Mm 
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Pour avoir les composantes X, Y, Z de raltraclion totale du 
corps sur M, il faut faire respectivement les sommes des pré- 
cédentes pour tous les points de ce corps. Mais on voit de 
suite, en vertu des relations (P), que Ton a 

a* 

Donc : 

L'attractiond'un corps, quelle que soit sa forme, sur un point 
qui en est fort éloigné, est à très-peu près la même que si toute 
la masse de ce corps était concentrée en son centre de gra- 
vité. 

•En employant le même raisonnement que pour l'attraction 
des sphères, on a aussi cet énoncé : 

10° Deux corps très-éloignés l'un de l'autre, quelle que soit 
leur forme, s'attirent comme si leurs masses se trouvaient con- 
centrées en leurs centres de gravité respectifs. 

n° Remarque relative au système planétaire. — Le Soleil, 
les planètes et les satellites, pouvant être considérés à peu près 
comme formés de couches sphériques homogènes concen- 
triques, attirent les corps extérieurs de la même manière que 
si leurs masses se trouvaient concentrées en leurs centres. 
L'erreur commise est du même ordre de grandeur que la dif- 
férence entre la surface de Tastre considéré et celle de la 
sphère pour un point attiré de la surface et pour un point plus 
éloigné; elle est, d'après l'article précédent, du même ordre 
que le produit de la différence ci-dessus par le carré du rap- 
port du rayon du corps attirant à la distance de son centre au 
point attiré. 

Les corps s'attirent donc très-sensiblement comme si leur 
masse était concentrée en leur centre, non-seulement parce 
qu'ils sont fort éloignés relativement à leurs propres dimen- 
sions, mais encore parce que leur figure diffère peu de celle 
de la sphère. 

Pour plusdedéveloppements sur ce sujet, je renverrai à mon 
Traité élémentaire de Mécanique céleste. 

72. Réduction des forces centrifuges d'un corps tournant 
autour d'un a^e fixe. — Considérons, en premier lieu, une 
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tranche cylindrique homogène d'une épaisseur infiniment pe- 
tite, tournant autour d'un axe perpendiculaire à ses bases. Il 
est clair que nous sommes ramené à étudier ce qui a lieu dans 
un plan. 
Soient 

le centre de rotation ; 

Gt) la vitesse angulaire; 

r la distance d'un point matériel de masse m au point 0; 

Ti la distance de au centre de gravité G de la tranche. 

Les forces centrifuges /nw*r des éléments de la tranche étant 
dirigées suivant r et proportionnelles à mr, il s'ensuit (39) 
qu'elles ont une résultante unique, passant par le centre de 
gravité G, et qui a pour expression 

en d'autres termes, les forces centrifuges se réduisent à une 
force unique, qui n'est autre que la force centrifuge du centre 
de gravité où toute la masse serait concentrée. 11 est clair que 
ce théorème estégalement applicable à un cylindre homogène 
tournant autour d'un axe parallèle à ses génératrices. 

Considérons maintenant un corps de forme quelconque. Uni 
dans le sens parallèle à l'axe de rotation. 

Soient 

Ox l'axe de rotation; 

ot) la vitesse angulaire qui sera censée avoir lieu de la gauche 
vers la droite pour l'observateur placé suivant 0^, en ayant 
les pieds en 0; 

0/, Oz deux droites rectangulaires comprises dans un plan 
perpendiculaire à 0^, entraîné dans le mouvement de rota- 
lion du corps; 

m la masse d'un élément matériel du corps, ayant pour coor- 
données Xy X, Z\ 

Xif ji, >3i les coordonnées des centres de gravité du corps dont 

nous désignerons par M la masse totale; 
R^, R, les composantes suivant Oy, 0, des forces centrifuges 

transportées parallèlement à elles-mêmes au point 0; 
3Tly, Oit, les moments de ces mêmes forces par rapport à 0;., 0,. 
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Nous avons 

R.= 2w»///z = w^Mz., 

On voit ainsi que : 

I** Za résultante des forces centrifuges, transportées parallè- 
lement à elles-mêmes en un même point, est la même que celle 
du centre de gravité du corps où toute la masse serait con^ 
centrée. 

2° Si l'axe de rotation est un axe principal d'inertie, les 
forces centrifuges se réduisent à la force centrifuge du centre 
de gravité où toute la masse serait concentrée, 

3° Lorsque l'axe de rotation est un axe principal d'inertie 
passant par le centre de gravité, les forces centrifuges s' entre- 
détruisent, 

73. Composition des forces d'inertie tangentielles d'un so- 
lide tournant autour d'un axe fixe. — Conservons les nota- 
tions précédentes, et désignons de plus par Dlb^ le moment 
total de ces forces par rapport à Taxe de rotation, par r la dis- 
tance de m à Taxe de rotation, par I le moment d'inertie du 
corps relatif à cet axe. Nous aurons évidemment 

- „ V^ ^w d(*> V!^ 






'"^"^ rS" 2^ "" * dt 



Ces formules monlrent que le premier des théorèmes du nu- 
méro précédent existe également pour les forces d'inertie 
tangentielles. 
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On voit également que les forces d'inertie se réduisent à 
un couple perpendiculaire à l'axe de rotation lorsque cet axe 
est un ake principal passant par le centre de gravité du corps. 

§ IL — De V équilibre des corps gênés par des obstacles. 

74. Généralités sur les corps gênés par des obstacles. — Si 
un solide se meut dans des condiiions telles, que par son con- 
tact avec des corps Gxes il ne soit susceptible de se dé- 
placer que d'une certaine manière, il suffît (50), pour établir 
les conditions d'équilibre des forces qui le sollicitent, d'ex- 
primer que la somme de leurs travaux virtuels est nulle pour 
tous les déplacements dont le solide est susceptible. Nous 
allons examiner les principaux cas qui se présentent, en rap- 
pelant que le corps peut être considéré comme libre, en tenant 
compte des réactions normales des corps directeurs. 

75. Équilibre d'un solide qui ne peut subir qu'un déplace- 
ment de translation. — Un pareil déplacement est défini par 
les trajectoires supposées données de trois points A, A', A" du 
solide; ces courbes sont identiques, mais situées de manière 
que les tangentes aux points correspondants sont parallèles. 

Soient 

kx la tangente à la courbe que A est assujetti à décrire, menée, 
si l'on veut, dans le sens du déplacement virtuel ; 

ky-y kz deux axes rectangulaires dont le plan est perpendi- 
culaire à kx; 

Rx, R^j R, les projections sur les droites A a?, Aj, kz de la ré- 
sultante R des forces extérieures qui sollicitent le corps; 

OTL,, ORy, 3TL, les moments de ces forces par rapport aux 
mêmes axes ; 

N, N', N" les réactions des courbes sur A, A', A". Nous désigne- 
rons la projection de chacune de ces forces sur Tun des trois 
axes par la même lettre munie d'un indice indiquant l'axe 
de projection. Ainsi N, sera la projection de N sur Ox\ 

(x\ j', z'), (^", jr^y z") les coordonnées de A', A''. 

Le plan zOfy normal à la courbe décrite par le point A, est 
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parallèle aux plans normaux semblables en A' A", puisque les 
éléments décrits simultanément sont parallèles, de sorte que 

Ton a 

N,= o, N'^=o, n;=o. 

11 vient, par suite, 

(l) I RrH-Ny-HN^-HNy=0, 

(a) |-N;x'-N;^h-^,= o, 

La première des équations (i), comme on devait s'y attendre, 
en vertu du principe du travail virtuel, exprime la seule con- 
dition nécessaire, pour que les forces extérieures se fassent 
équilibre sur le corps. 

Pour déterminer les six composantes des réactions, nous n'a- 
vons que cinq équations. Les pressions sur les guides seraient 
donc indéterminées, ce qui en réalité ne peut pas être. Cette 
indétermination apparente est due à ce que Ton n'a pas fait 
intervenir, dans la question, la compressibilité de la matière. 
Cette observation est applicable dans plusieurs autres circon- 
stances oii nous ne ferons que la rappeler. 

Cas particulier. — Solide posé sur un plan. — Ici le solide 
peut éprouver, parallèlement au plan d'appui (P), un déplace- 
ment transitoire dans toutes les directions. 

Supposons que le solide s'appuie sur le plan (P) par un 
nombre n de faces d'une étendue assez faible pour qu'on 
puisse les supposer réduites à des points A„ A,,..., A«, 
donnant lieu aux réactions normales Ni, N,,..., N„. Ces réac- 
tions auront une résultante M=:(NiH-N,h-. . .h- N„) dont 
la direction rencontrera le plan (P) en un point intérieur à 
celui des polygones formés par Ai,... A» qui enveloppe tous 
les autres, comme cela résulte du mode de composition des 
forces parallèles et de même sens. Cette résultante devant 

^9 
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faire équilibre aux forces extérieures agissant sur le solide, 
on voit que les forces extérieures doivent se réduire à une 
résultante unique R, perpendiculaire au plan (P), et dont 
la direction rencontre ce plan dans l'intérieur du polygone 
défini ci-dessus. 

La résultante R étant donnée ainsi que sa position par rap- 
port aux points A,,..., A„, il est clair que les valeurs N,,..., N« 
devraient pouvoir se déterminer. Cette détermination peut 
avoir lieu dans le cas de trois points d'appui, puisque nous 
avonsvu qu'une force ne peut se décomposer que d'une seule 
manière en trois forces parallèles à sa direction et passant par 
trois points donnés; mais s'il y a plus de trois points d'appui, 
la décomposition est indéterminée, ce qui tient à la cause 
que nous avons signalée plus haut. 

Nous verrons dans un autre Chapitre, au moins dans un cas 
particulier, comment on peut théoriquement faire disparaître 
l'indétermination relative à la répartition des pressions, lors 
même que le nombre des points d'appui est assez grand pour 
que Ton puisse le considérer comme infini, ainsi qu'on peut 
le supposer dans un grand nombre de cas. 

76. Équilibre d'un solide assujetti à tourner autour d'un 
axe fixe. — On détermine un axe fixe dans un corps, en le 
terminant par deux cylindres identiques de révolution autour 
de cet axe, appelés tourillons, qui s'engagent dans des coussi- 
netSy cylindres creux de même rayon ou d'un rayon un peu 
plus grand, engagés dans des montures fixes on paliers. 

Tout déplacement parallèle à l'axe est rendu impossible par 
le contact, avec les paliers, de saillies annulaires ou épaule^ 
mentSy ménagées à la naissance des tourillons. 

Si nous supposons que les réactions de chaque coussinet et . 
de son palier aient une résultante passant par un point déterminé 
de l'axe, nous pourrons par la pensée supprimer ces guides, en 
les remplaçant par ce point supposé fixe et. capable de réagir, 
sa réaction n'étant autre chose que la résultante ci-dessus. 

Prenons l'un des points fixes A pour origine des coordon- 
nées et pour axe des x la direction de la droite qui joint A à . 
l'autre point fixe A'. 
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Soient 

kjTy Az deux droites rectangulaires comprises dans un plan 

perpendiculaire à A A'; 
a la distance AA^; 
N, N' les réactions des pT)ints A, A'; nous distinguerons, comme 

précédemment, leurs composantes parallèles à chacun des 

axes, par l'indice correspondant. 

Nous attribuerons à R et 311/ les mêmes significations qu'au 
numéro précédent. 

Le principe du travail virtuel donne pour la condition né- 
cessaire et suffisante relative à l'équilibre 

(i) ^,= 0. 

Pour déterminer N, N', nous avons 
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Nous obtenons ainsi cinq équations qui permettent de dé* 
terminer N^, N^, N„ N*,, et la somme N,-4- N'a-, dont les deux 
éléments restent indéterminés^ ce qui s'explique de la même 
manière que ci-dessus. 

Remarque. — Supposons que, en outre de sa faculté de 
tourner autour de AA', le corps puisse glisser le long de cet 
axe, on a 

et il faut, pour l'équilibre, que l'on ait 

R, = 0, 
avec la condition 

31L^=o. 

Cette observation est notamment applicable au cas d'une 
tige prismatique posée sur un biseau, sollicitée par différentes 
forces, et qui constitue ce que l'on appelle^le levier. 

'9 



292 DEUXIÈME PARTIE. — CflAPITRS TI. 

TI, Équilibre d'un solide assujetti à tourner autour d'un 
point fixe. — On peut réaliser un point yî^e dans un corps en 
le munissant d'une sphère saillante [rotule) qui s'engage dans 
une sphère creuse fixe de même diamètre» ou qui est assu- 
jettie à rester tangente à trois sphères *fixes. La résultante des 
réactions des corps directeurs passe par le centre de la pre- 
mière sphère^qui reste fixe» et Ton peut faire abstraction des 
guides en supposant ce point capable de réagir, et de détruire 
toute force sur la direction de laquelle il se trouverait. 

Le seul déplacement virtuel possible ne pouvant résulter que 

d'une rotation autour d'un axe de direction arbitraire passant 

par le point fixe 0» les conditions d'équilibre se réduisent à 

celles des moments des forces extérieures pris par rapport à 

trois axes rectangulaires Ox^ Ox> Oz passant par ce point» et 

sont 

311/, = o, OlLy = o, OîL, = o. 

Le point doit détruire la résultante R des forces exté- 
rieures supposées transportées parallèlement à elles-mêmes 
en ce point. La force — R, égale et contraire à R, est donc celle 
que l'on devra appliquer en pour que l'on puisse consi- 
dérer le solide comme complètement libre, c'est-à-dire la 
réaction du point fixe, dont les composantes parallèles à Ox, 
Oy, Oz sont ainsi connues. 

§ in. — Des conditions d'équilibre des systèmes articulés. 

78. Un système articulé est un ensemble de pièces solides 
réunies les unes aux autres par des points ou des axes fixes» 
de telle manière que le déplacement de l'une de ces pièces 
entraîne la déformation de la figure géométrique qu'affecte 
le système. Ces points et axes fixes, comme nous l'avons déjà 
dit, sont respectivement réalisés au moyen de sphères et cy- 
lindres saillants (ar^ica/a/ion5), dont une pièce est munie, 
s'engageant dans une sphère ou cylindre en creux de même 
rayon, ménagé dans la pièce adjacente. 

Déterminer : i*> les relations qui doivent exister entre les 
forces qui agissent sur les différentes pièces d'un système 
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articulé pour qu'il puisse prendre une forme d'équilibre; 
2*» celle forme d'équilibre : lel esl le problème que nous avons 
en vue de résoudpe. 

En nous plaçant à un point de vue général, nous suppose- 
rons que les forces qui agissent sur chacun des éléments 
matériels de chaque pièce dépendent, en grandeur et en di- 
rection, des coordonnées de cet élément par rapport à trois 
axes rectangulaires fixes, telles que des attractions ou répul- 
sions qui seraient dues à des centres fixes. La résultante de 
ces forces et le couple résultant pour chaque pièce dépen- 
dront ainsi de la position, par rapport aux axes ci-dessus, 
de trois droites rectangulaires fixées dans la pièce dont il 
s'agit. 

79. Équilibre d*un polygone articulé plan. — Concevons 
un système dont chaque pièce soit reliée à la suivante par un 
axe de direction constante; les pièces intermédiaires auront 
chacune deux articulations, et chacune des pièces extrêmes 
en aura une ou deux suivant les cas. 

Les conditions d'équilibre d'un pareil système se ramènent 
évidemment à celles de sa projection et des projections des 
forces qui sollicitent ses différents éléments sur un plan per- 
pendiculaire à la direction des axes; on est conduit par suite à 
considérer l'équilibre du polygone formé par les droites qui 
joignent successivement les traces des articulations. Chaque 
côté est sollicité parles projections des forces qui agissent sur 
la pièce correspondante, et chacun des côtés extrêmes est une 
droite fixe dans le corps correspondant. 

I® Cas où le système est libre, — Soient 

A,, A3,..., A» les n sommets du polygone; 

Ao, A„ An, An4.i deux droites fixes dans les pièces extrêmes 
du système; 

Xpf jTp les coordonnées du sommet A^; 

Ip la longueur du /?'•'"• côté; 

Ny, l'action mutuelle, au /?'*'"• sommet, desp'^'^etp-hi'*'"* cô- 
tés ; 

N^,, tipy ses projections sur deux axes fixes Ox, Oy. 
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Chaque côté peut être considéré comme libre sous raction 
des forces extérieures qui le sollicitent et des réfictions de 
ses articulations, et Ton a trois équations pour exprimer qu'il 
est en équilibre, par suite 3(/2+ i) équations d'équilibre pour 
tout le polygone. Si Ton élimine les in inconnues Np«, N^, 11 
reste n + 3 équations que l'on peut établir immédiatement 
de la manière suivante : 

En prenant respectivement les moments des forces qui sol- 
licitent A»+,A„, A„4.,A„A„_i, A»H.|A„...A| par rapport à A„, 
Ai,^,,... Ai, et les moments pour le polygone tout entier par 
rapport au point 0, on obtient n + 1 équations, qui, ajoutées 
aux deux équations de translation de toutes les forces exté- 
rieures agissant sur le système, nous donnent bien in- 3 équa- 
tions indépendantes des N^,. 

Les n — I équations de liaison 



jointes aux équations précédentes, nous donnent en tout 
-2 11-4-2 équations entre les in coordonnées des sommets et 
les inclinaisons A© A,, A„A„+, surOo;, qui entrent implicite- 
ment dans les équations d'équilibre, de sorte que le problème 
est en général déterminé. 

Si les forces sont indépendantes du choix des axes coordon- 
nés, on peut se donner arbitrairement les coordonnées de 
deux sommets, et deux conditions doivent être satisfaites. 

2® L'une des pièces extrêmes est assujettie à tourner autour 
d*un axe ou point fixe Ao. — Nous placerons en ce point l'o- 
rigine des coordonnées.' 

En prenant, comme plus haut, les moments par rapport 
à An, A„_i,... A», nous aurons n-f- 1 équations d'équilibre indé- 
pendantes des réactions des articulations, et ce sont les 
seules, car les équations de translation renferment les incon- 
nues Nox, Noy, qu'elles déterminent. 

Nous devons ajouter, à celles du cas précédent, l'équation 
de liaison 
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soient n équations de liaison, et enfin 2/1 -i- i équations entre 
2» coordonnées et Tinclinaison de A„A„4.i sur Ag^:, et le pro- 
blème est encore déterminé. 

3® Chacune des pièces extrêmes est assujettie à tourner aU' 
tour d'un point fixe, — Faisons passer Taxe de a: par les deux 
points fixes A«, A„+„ en prenant le premier pour origine des 
coordonnées : les n-\- 1 équations d'équilibre ci-dessus sub- 
sistent, mais renferment les inconnues N„+,,x,N„+,,^, et en les 
éliminant il nous reste /i — i équations. Or nous avons aussi 
n + 1 équations de liaison, et enfin en tout 2/1 équations entre 
les 2/1 coordonnées des sommets intermédiaires, dont les po- 
sitions seront par suite complètement déterminées. 

80. Équilibre d'un système articulé quelconque. — Conce- 
vons un système de pièces à articulations successives comme 
le précédent, en admettant que ces articulations puissent être 
des points fixes ou des axes fixes, ces derniers étant toutefois 
orientés de manière que le système puisse se déformer. 

Supposons d'abord qu'il n'y ait que des points fixes, et rap- 
portons tout le système à trois axes coordonnés 0^7,0/, Oz. 
La force N^» sera déterminée par les composantes Npx,Npy,Np, 
parallèles à ces axes. 

Si le système est libre, nous aurons n — i équations de liai- 
son. Chaque pièce donnant six équations d'équilibre, nous 
aurons 6(/n- i) équations entre lesquelles nous éliminerons 
les 3/1 inconnues N^,,, N^,, N^,, ce qui réduit ces équations 
à 3/H- 6, et nous avons en tout ^n-^5 équations. 

Mais nous avons fait remarquer (78) que les forces extérieures 
agissant sur la pièce ApAp+i dépendent généralement de l'o- 
rientation de deux axes rectangulaires en A^, fixes dans cette 
pièce et perpendiculaires à ApAp+iy ce qui nous donne un 
angle indéterminé pour chacune des pièces intermédiaires 
et trois pour les côtés extrêmes. 

Nous avons ainsi, en général, n — i + 6 = n-f-5 angles et 
3n ordonnées; en tout, 4w-|-5 inconnues entre autant d'équa- 
tions, et le problème est en général déterminé. 

Mais si Tune des pièces intermédiaires est un solide de ré 
volution autour de la droite qui joint ses articulations, on a 
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une indéterminée de moins, et, dans le cas où il en serait de 
même de toutes les pièces, on aurait 4 '^ + 5 équations entre 
3/1 coordonnées et les quatre angles qui définissent les direc- 
tions de AoAi, ÂaÂ„+,; n + i conditions devront donc être 
remplies. 

Lorsque Tune A« Ai des pièces extrêmes est assujettie à tour- 
ner autour d*un point fixe A«, où l'on peut placer Torigipe des 
coordonnées, on a deux angles de moinsà déterminerpour Ao Ai; 
mais on a de plus les trois composantes de la réaction deA«, 
soit en définitive une inconnue de plus, comme nous avons 
aussi une équationde liaison de plus. Le problème est donc en- 
core généralement déterminé. L'étude du cas où chacun des 
côtés extrêmes a un point fixe ne présente aucune difficulté. 

Examinons maintenant ce qui peut résulter de la substitu- 
tion d'un axe ab à un point fixe Ap, a, b étant les deux points 
fixes qui définissent cet axe. En exprimant que ab, aAp^t, 
bBp^iy akp-xf ftB^+, sont des longueurs connues, on obtient 
cinq équations de liaison, tandis que dans le cas d'un point 
fixe on n'en avait que deux ; le nombre des équations de liaison 
se trouve ainsi augmenté de trois unités. Mais, au lieu d'une 
réaction N^, en A^, nous en avons deux aux points a, 6, d'où 
trois inconnues de plus qui se réduisent à deux, attendu que la 
somme des composantes de ces dernières réactions suivant la 
droite ab intervient seule dans ce calcul ; de sorte que, en dé- 
finitive, le remplacement d'un point par un axe fait intervenir 
une équation de plus. 

En général, la solution du problème de l'équilibre d'un sys- 
tème articulé présente des difficultés de calcul pour ainsi dire 
inextricables, même dans le cas relativement simple d'un po- 
lygone pesant, compris dans un plan vertical, dont les extré- 
mités fixes se trouvent à la même hauteur, dont les côtés sont 
égaux et au milieu desquels les résultantes des actions de la 
pesanteur seraient appliquées. 

81. Des systèmes à liaisons complètes, — On dit qu'un sys- 
tème est à liaisons complètes lorsqu'un déplacement de l'une 
de ses pièces entraîne un déplacement complètement défini 
pour chacune des autres; en d'autres termes, lorsque le mou- 
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vement de l'un des points du système détermine le mouve- 
ment de tous les autres sur des courbes parfaitement défmies. 

Les conditions d'équilibre d'un pareil système s'obtiendront 
en exprimant que le travail élémentaire des forces extérieures 
est nul, pour le seul déplacement géométrique dont le sys- 
tème est susceptible, 

La balance ordinaire, le système du balancier, bielles, ma- 
nivelles et du parallélogramme de Watt, les coulisses de Ste- 
pbenson, de Gooch, etc., sont évidemment des systèmes à 
liaisons complètes. 

Nous allons donner quelques exemples de l'équilibre de 
systèmes de cette nature. 

I** Du genou, — Cette machine se compose d'une mani- 
velle AB [fig, 4?) mobile autour de l'axe horizontal A; d'une 

Fig. 46. 




bielle BC articulée en B à cette manivelle, dont l'autre extré- 
mité C est articulée à une pièce qui doit agir par compression 
sur un corps; l'articulation C est assujettie à glisser dans une 
rainure verticale dont l'axe passe par le point A. Une force P 
agit à l'extrémité E d'une pièce DE invariablement liée à AB 
el produit en C l'effort de compression Q ; de sorte que P et 
la réaction — Q doivent se faire équilibre sur le système. 
Soient 

l'intersection de la direction de AB avec la perpendiculaire à AC 
au point C, intersection qui est le centre instantané de BC; 

1 le pied de la perpendiculaire abaissée du point A sur la di- 
rection de P; 

B l'angle BAC. 
Pour un déplacement virtuel iB de AB, le travail de P est 

P.AI.^9. 
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Le déplacement de B est 

le déplacement angulaire de BC autour de 



BO ' 



le déplacement de C 



AB.OC 
BO 



$9 = AU. SB, 



AH étant la portion de la perpendiculaire en Â à AC, limitée à 
la direction de BC : il faut donc pour l'équilibre que 



ou 



P.AI = Q.AH. 



Si la manivelle A6 est très-petite par rapport à la bielle, on 
voit que la force P produit un effort de compression relative- 
ment considérable. 

2? Balance de RohervaL— Cet appareil (fig*^^) se compose 
d'un parallélogramme articulé AA'A, A',, dontles milieux B,B' 

Fig. 47. 




de deux côtés opposés sont des points fixes situés sur une 
même verticale; perpendiculairement aux deux autres cô- 
tés AA,, A'A'i sont fixées deux tiges de longueurs égales ou 
inégales mriy m! n'y qui naturellement restent horizontales, 
quelle que soit la forme de la figure, et aux extrémités des- 
quelles on accroche deux poids P et P'. 

Pour un déplacement du système, si m on n s'élève d'une 
certaine hauteur, m' ou n' s'abaisse de la même quantité, de 
sorte que pour l'équilibre il faut que P = P'.S'il en est ainsi, 
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réquîlibre est indifférent, c'esl-à-dire qu'il a constamment lieu 
quelle que soit la déformation que Ton fasse subir à la figure. 

3** Pont'levis à flèches. — Cette construction' (^g^. 4^) se 
compose essentiellement du tablier AÂi et de la bsl^cule B,BC, 
ayant respectivement la faculté de tourner autour de deux 
axes horizontaux A, B. 

Les deux sommets A, du tablier opposés à A sont reliés par 
des chaînes ou bielles aux extrémités de deu\ poutres appe- 
lées ^ècAe*, formant la partie extérieure de la bascule, de ma- 
nière à déterminer un parallélépipède quand le tablier est 
horizontal, et il est clair que, quelle que soit la position du ta- 
blier, la figure ne cessera pas d*êlre un parallélépipède. Les 
flèches se prolongent de l'autre côté de Taxe B et forment 
les côtés latéraux d'un châssis faisant contre-poids, et qui peut 
recevoir des masses additionnelles. 

Fig. 48. 
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La condition que doit remplir le système est d'être en 
équilibre pour toutes les positions du tablier. 

Nous pouvons supposer que le système est réduit à sa pro- 
jection sur son plan vertical moyen. 

Soient 
G, H les centres de gravité du tablier et de la bascule dans 

une position quelconque ; 
P, Q les poids de ces deux pièces par rapport auxquels celui 

des chaînes est négligeable; 
R, R' les dislances constantes respectives de G et H à A et B; 
a, a! les angles que forment R, R' avec AAi, BC ; 
rinclinaison de A A, et BC sur les horizontales kxy 'Rx' des 

points A et B. 
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Pour qu'il y ail équilibre entre P el Q, il faut que, pour un 
déplacement angulaire virtuel S9 de AAi et BB|, les travaux de 
ces deux forces pris en valeur absolue soient égaux, ou qu'il 
y ait égalité entre leurs moments par rapport à A et B, ou en- 
core que 

PR COS (G — a) = QR'COS (a'— 9). . 

Comme cette relation doit avoir lieu quel que soit 9, il faut 
que a= a', c'est-à-dire que AG et BH soient également in- 
clinés sur AA| et BC; ces deux droites seront donc parallèles 
entre elles pour toutes les positions du système; et comme 

on a 

PR = QR', 

on voit que le centre de gravité de tout le système se 
trouve en un point fixe de AB. 

4" Balance à bascule. — Nous réduirons la figure à de 
simples lignes représentant les différents éléments de l'appa- 
reil en projection sur son plan vertical de symétrie. 

Soient (/g^. 49) 

AA' le tablier sur lequel on pose le corps à peser; 

D le point où le sommet d'un couteau fixé au tablier s'appuie 
sur un levier horizontal BD articulé en B à une tige verti- 
cale £B; 

GE un levier horizontal mobile autour du point I et articulé 
en£avec£B; 

FH une tige verticale articulée en F à GE, et en H au tablier. 

Fig. 49. 
G I F E 
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B CD 



En G est suspendu un plateau destiné à recevoir le poids Q, 
qui doit faire équilibre au poids P du corps à peser. 

Si àO désigne un déplacement angulaire infiniment petit 
de BD, les déplacements correspondants du couteau G et de 
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rarticulation B ou £ seront respectivement dd.CD, dd.BD. Le 

déplacement angulaire autour de I étant —^ — ? le déplace-^ 
ment vertical de F ou H sera 

. BD-IF 

Pour que le tablier reste horizontal, il' faut que ce dernier 
déplacement soit égal à celui dd.BC de C, ce qui exige que 

BDIE 
BC~IF' 

condition à laquelle nous supposerons que le constructeur 
a satisfait. Mais les déplacements virtuels de G et du tablier 
étant Ô9.IG, Ô9.IF, il vient pour l'équilibre 

P.IG = Q.IF, 

P 

et le rapport j^ est constant. 

On voit*ainsi que si IF n'est, par exemple, que la dixième 
partie de IG, on pourra évaluer les poids P en' employant des 
poids dix fois moins considérables. 



§ IV. — Polygones et courbes funiculaires. 

82. Vnjil sera pour nous un corps homogène limité par 
une surface canal dont le profil générateur est assez petit 
pour que Ton puisse considérer comme nulle la résistance du 
corps à la flexion. 

Les corps solides, sous Faction des forces extérieures, et 
avant que leur constitution physique en soit modifiée, ne 
pouvant éprouver que des variations relativement très-faibles 
dans leurs dimensions, nous sommes ramené, par approxi- 
mation, à considérer un fil comme une ligne parfaitement 
flexible et inextensible. 

Le plan normal en un point déterminé m d'une courte 
étant un plan de symétrie pour les points de la courbe qui en 
sont peu éloignés, et le rayon de la sphère d'activité étant 
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très-petit» on est conduit à considérer la résultante des actions 
moléculaires ou la tension du Jil exercées par les molécules 
de Tune des portions du fil sur celles de l'autre comme étant 
normale au plan. Nous supposerons donc que la tension du fil 
est dirigée suivant la tangente à la courbe formée par le fil. 

Les chaînes et les cordes d'une grande longueur^ par rap- 
port à leurs dimensions transversales, peuvent, par approxi- 
mation, être assimilées à des fils. 

83. Forme d'équilibre d'un polygone funiculaire. — Con- 
sidérons un fil sollicité en différents points Ai,..., Â» par 'des 
forces Pi,. . ., Pn, et par deux forces T„ T;h-i agissant suivant 
la direction de ses deux brins extrêmes {Jig. 5o). La figure 
d'équilibre d'un pareil système est ce que l'on appelle un po- 
lygone funiculaire. 

Fig. 5o. 




D'après le principe de l'égalité entre l'action et la réaction, 
les sommets A^, kp^x seront respectivement sollicités par 
deux forces égales T^k-i et contraires dirigées suivant le côté 
correspondant. 

Pour que le fil soit en équilibre, il faut et il suffit que les 
forces telles que P^, fassent équilibre à T^, T^i, ce qui exige 
qu'elles soient comprises toutes trois dans le plan déterminé 
par les deux côtés consécutifs aboutissant au point d'appli* 
cation A^,. 

Concevons que l'on transporte parallèlement à elles-mêmes, 
en un point 0, les tensions des côtés du polygone représentées 
par or,, or,,. . ., il est clair que T^Tj, par exemple, ne sera 

autre chose que Pi ; de sorte que Ti ou OT, étant donné en ^ 

grandeur et en direction, on obtiendra Ts ou OT, en gran* ^ 
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deur et en direction, en menant par T^ une droite T^ T, égale 
et parallèle à P,; connaissant Ta on obtiendra T3 de la même 
manière, et ainsi de suite; le dernier rayon vecteur partant 
du {)oint représentera T„^.,. 

Il est clair que les tensions Tp, T^ doivent faire équilibre 
aux forces P;,,..., P^,' et que, si le polygone funiculaire est 
plan, il est nécessaire pour réquilibre que le dernier groupe 
de forces considéré comme agissant sur le système A^,,..., A^, 
supposé solide, ait une résultante qui passe par le point d'in- 
tersection des directions des tensions ci-dessus désignées et 
soit compris dans leur plan. 

84. Cas particulier oà les forces sont parallèles. — appli- 
cation à la détermination du centre de gravité d'un sytème. 

D'après les considérations précédentes, on voit de suite que 
le polygone est plan. 

Supposons que Ton veuille déterminer la position du centre 
de gravité d'un système de corps dont les centres de gravité 
61, Gz,..., G„ sont compris dans un même plan vertical, et 
soient Pi, . . . , Pn les poids correspondants. 

Par un point (fig. 5i) menons arbitrairement une droite 
sur laquelle nous prendrons une certaine longueur OT^, que 



G» 



Fig. 5i. 






T' 



T«+t 




■ + » 



nous désignerons par T,. Sur la verticale de T, portons 
r, Tj = p., et joignons OTâ. Prenons de même sur cette ver- 
ticale 'r,r, = Pî, et ainsi de suite; nous arriverons ainsi à une 
dernière droite OT^Vi- 
Maintenant menons dans le plan des forces Pi, Pu, . • . la 
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droite T,A„ parallèle à OT, jusqu'à sa rencontre A| avec la 
direction de Pi; AiAa parallèle à OT, jusqu'à sa rencontre 
avec Ps, et ainsi de suite, de manière à obtenir une dernière 
droite AnT„+i. 

Nous constituerons ainsi un polygone funiculaire en équi- 
libre, ce qui exige que les tensions Ti, . . ., T„+i fassent équi- 
libre aux forces Pi,. . ., P». H suit de là que la résultante de 
ces forces ou la verticale du centre de gravité passe par l'in- 
tersection B des directions de A, T„ A„ T,^+.,. 

Si Ton fait une construction analogue en obliquant les forces 
d'un angle quelconque sur leur direction primitive, on obtient 
de la même manière une seconde ligne comprenant le centre 
de gravité cherché, qui sera par suite déterminé par Tinter- 
section des deux lignes. 

Les considérations précédentes sont notamment applicables 
à la recherche de la stabilité des voûtes. 

85. application aux ponts suspendus. — Nous suppose- 
rons, comme cela a lieu généralement, que les piliers qui 
soutiennent les câbles ou chaînes d'un pont suspendu ont la 
même hauteur ('). 

On s'arrange toujours de manière que les tiges verticales, 
appelées suspensoires, reliant les câbles ou chaînes au tablier, 
soient également espacées, et que chacune d'elles supporte la 
même charge. 

Chaque câble ou chaîne forme un polygone funiculaire plan 
dont nous allons étudier les propriétés. 

Deux cas sont à distinguer : 

1 " Le nombre des suspensoires est pair. 

Le nombre des côtés est impair, et celui du milieu A» A« est 
horizontal. 

Soient 
A„ Aa,. . ., A„ les sommets successifs à partir de A« de Tune 

des deux parties symétriques du polygone, le dernier étant 

censé correspondre au sommet d'un pilier; 



(^) L'un des remarquables ponts de Fribourg, celui du Gotteron, ne se trouve 
pas dans ces conditions; mais, d'après ce qui suit, on en fera facilement la théo- 
rie géométrique. 
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A^Xy Aoj rhorizontale et la verticale du point A»; 

/ réquîdistance dessuspensoires; 

P la charge que supporte chacune d'elles; 

T. la tension de A» A»; 

T^ celle du côté Ap_, A^; 

Xp = ply Xp les coordonnées du sommet A^. 

En prenant les moments par rapport au point A^, pour ex- 
primer que la portion Ao A, . . . A;, du polygone est en équi- 
libre, on a 

d'où, en supposant p = ny 

Xn étant la hauteur du sommet des piliers, supposée donnée, 
au-dessus du côté horizontal. La tension To se trouve ainsi 
déterminée, et la construction que nous avons donnée plus 
haut permettra de trouver en grandeur et en direction les 
tensions des autres côtés. 

En remarquant que Xp =^plj et supprimant les indices, de- 
venus inutiles, de x et /, il vient 

(3) •^^^/f'^"^^)' 

équation qui représente une parabole passant par les sommets 
du polygone, et qu'il est facile de construire. Le tracé de 
cette parabole permet d'obtenir très-facilement la forme du 
câble mis en charge, et de déterminer par suite, à priori^ la 
longueur qu'il convient de lui donner. 

2® Le nombre des suspensoires est impair. 

Le nombre des côtés étant pair, il y a un sommet au milieu 
du polygone dont la verticale est un axe de symétrie. 

Soient 

Ao, A„. . ., An les sommets de l'une des parties symétriques 
du polygone, le dernier étant censé se trouver à la partie 
supérieure du pilier; 

20 
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To la tension du côté A«Âi; 

T;, la tension de A^ A^.,., ; 

A9X, A$x la verticale et l'horizontale de A»; 

Xp = ni, Xp les coordonnées de A^. 

Les tensions égales T», des deux côtés aboutissant au point A», 

faisant équilibre à la force P appliquée au même point, leur 

p 

composante verticale est égale à - • Nous désignerons par Té 

leur composante horizontale. 

Cela posé, on peut considérer la portion A». . . A^ du po- 
lygone comme libre, en la supposant sollicitée par les ten- 
sions To, T;,, en outre des forces qui sollicitent les sommets 
intermédiaires; on a ainsi, en prenant les moments par rap- 
port au point A;, 

(4) T:7,= P/-i-P2/-4-...-f-P/7/-?/./=^^y.^ 

d'où 

(5) n^^. 

En exprimant p au moyen de Xp, puis supprimant les in- 
dices des coordonnées, l'équation (4) devient 

P , 

et représente une parabole passant par les sommets du poly- 
gone. 

Les tensions des côtés se détermineront ainsi qu'on l'a dit 
plus haut. 

86. Équilibre d'une courbe funiculaire, — Supposons que 
tous les éléments d'un fil soient sollicités par des forces de 
même ordre de grandeur que ces éléments, le fil affectera la 
forme d'une courbe continue que Ton pourra considérer 
comme un polygone funiculaire infinitésimal. 

Soient 

ab = ds, bc deux éléments consécutifs, dont le sommet com- 
mun b a pour coordonnées x^ y, z; 



u 
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Vds la force qui agit en b, P étant une fonction connue de x^ 
T la tension suivant ab ; 

Jrii 

T -h --;- la tension suivant bc. 
as 

//T 

Il faut que les trois forces — T, T-f- -7-1 Pds se fassent 

ds f 

équilibre, ce qui exige que la direction de ^ds ou P soit com- 
prise dans le plan osculateur abc de la courbe. 

i® Expressions des composantes tangentielle et normale. — 
Soient 

Po P„ les composantes de P dirigées respectivement suivant la 
tangente, dans le sens de l'accroissement de Tare, et le rayon 
de courbure en a; 

da Tangle de contingence correspondant; 

p = ^ le rayon de courbure. 

On voit que, pour Téquilibre, en faisant le même raisonnement 
que pour la décomposition de l'accélération en composantes 
normale et tangentielle, il faut que 



d'où 



(0 



-j- ds ^ 
ds 


?,ds 


-- 


0, 


Tdx-+- 


?^ds 





0, 


|p,. 


dT 
ds 


0, 




{'■- 




0. 





2° Équations d'équilibre d*une courbe funiculaire rapportée 
à trois axes fixes. — La projection de la tension T sur Ox est 

ds 

dT 
La différence des projections, sur le même axe, de T h- -j- 

et T étant — -^ — dsy il vient, en appelant X, Y, Z les compo- 

20. 
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santés de P suivant Ox, 0/, Oz, 

ds -H Xcfo = o, 



ds 



OU 



ds 

et de même 



ds 
ds 



-hY = o, 



ds 

£n éliminant T entre ces équations, on aura les équations 
différentielles de la courbe funiculaire. 

Ces équations comprennent implicitement les relations (i), 
qui s'en déduisent par une transformation à laquelle nous ne 
nous arrêterons pas. Réciproquement les équations (i), jointes 
à la condition que le plan osculateur passe par la direction 
de P, sont équivalentes aux équations (2). 

L'une des équations (i) ne renfermant pas la différentielle 
de T, on conçoit que dans certains cas, où Ton voit à priori 
que la courbe est plane, il puisse être plus avantageux d'en 
faire usage que d'avoir recours aux équations (2), comme 
nous le reconnaîtrons dans ce qui suit. 

Si Ton remarque que 

P =:X — -4-Y^-hZ~, 
' ds ds ds 

la première des équations (i) prend la forme 

(3) dT -^^dx -^Y dy -h Zdz = o, 

et fera connaître la valeur de la tension lorsque 

y^dx-hYdf-^Zdz 

sera une différentielle exacte ; en portant la valeur de T dans 
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deux des équations (2), on obtiendra les équations différen* 
tielles de la courbe. 

Dans le cas où les forces extérieures sont normales à la 
courbe, on a P<= o, et, d'après la première des équations (i), 
la tension est constante. 

Supposons qu'un fil soit tendu sur une surface sans être 
soumis à l'action d'aucune force extérieure, les seules forces 
qui agissent sur le fil, en dehors des deux tensions extrêmes, 
seront les réactions normales de la surface ; la tension sera 
donc constante (0 et la courbe qu'affectera le fil sera une ligne 
géodésique de la surface, puisque, en chacun de ses points, 
son plan osculateur sera normal à cette surface. 

87. Équation de la chatnette. — La chatnette est la courbe 
que forme un fil pesant dont le poids de l'unité de longueur 
est constant. 

De même que les polygones funiculaires dont toutes les 
forces extérieures sont parallèles, la chaînette est comprise 



(*) Théorie des ponts~levis à contre-poids 'variables de Poncelet, — Les chaines 
{fig' Sa) qui partent des deux angles du tablier AA^y mobile autour de IVixe A, 
passent, en restant dans des plans verticaux, sur deux petites poulies identiques 
projetées en B, puis sur deux autres C également de même diamètre; elles sont 
terminées chacune par un contre-poids formé de deux systèmes identiques de 
pièces articulées ou masselottes DEF, DE^ F^, qui partent de deux points fixes E, E^ 
situés à la même hauteur. 

Fig. 52. 




Il nous suffira de considérer l'un des deux systèmes de chaines et de contre- 
poids, en supposant qu'il corresponde à la moitié Q du poidi du tablier. Ifous 
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dans un même plan vertical que nous prendrons pour plan 
des xy-y la verticale 0/ étant supposée dirigée en sens in- 
verse de la pesanteur. 
Soient 

p le poids de l'unité de longueur du fil ; 
CL l'inclinaison sur Oxde la tangente au point M de la courbe 
dont les coordonnées sont x et y. 



négligerons le poidi de la chaîne ABD, qui est relatiyement faible, et le rayon 
de la petite poulie B, qui est tangente à la verticale du point A. 
Soient 

G le centre de gravité du tablier qui se trouve sur la droite AA^ , en détermi- 
nant convenablement la position de Taxe A dans le tablier; 

AA, = a, GA = *, A = AB; 

T la tension de la chaîne AB, qui est censée agir au point A, et qui est égale 
à la tension du brin CD ; 

q le poids du mètre courant de chaque contre-poids ; 

/, L les longueurs A^B, DE = DE^, lorsque le tablier est horizontal; 

X le raccourcissement qu'a éprouvé la chaîne lorsque le tablier occupe une 
position quelconque. « 

Gomme les verticales de F, F^ sont peu éloignées de celle de D, on peut faire 

abstraction des coudes E, E^ de sorte que DE est devenu (L j ; les poids 

de EF, EjF| étant détruits par les points fixes F, Fj, on a 



T 



= ,,(._f) 



Le poids Q se décompose en deux forces parallèles : l'une appliquée en A et 

qui est détruite, l'autre Q -9 dont la résultante avec T doit passer par A pour 

qu'il y ait équilibre; on voit alors, par suite d'une similitude de triangles, que 
cette condition est exprimée par 



= Q-„^ = Q^('--). 



a h ah 

d'où 



QA^(;-x) = ..y(L-0 



Pour que cette relation ait lieu, quel que soit x ou la portion du tablier, il faut 
que 

ah 2 

ce qui détermine complètement les éléments du problème. 
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On a 

•9 * 

et les équations (i) deviennent 

dT rrd^ 

d'où 



dT 
T 


sina , 

rfa, 

COSa 


T 


COSa— C, 



C étant une constante. En portant la valeur de T déduite de 
cette équation dans la seconde des formules ci-dessus et po- 

sant ^ := — , on trouve 
C m 

, . dct ds 

(a) — 3- =•— 5 

^ ' COS a m 

d'où 

en supposant que Ton mesure l'arc s à partir du point le plus 
bas A de la courbe par lequel nous ferons passer l'axe des j. 

Nous avons maintenant dx=:dscosa, ou en vertu de la 
relation (a) 

doc _ dx 
COSa ~' m 

Si nous remarquons que cosa = cos^ sin' -1 cette formule 

se met facilement sous la forme 



(—^^-.—i-A 



,. OL djc 

«ftang - = — 
a m 



d'où 



a e'^—e"^ — i 

C" + I 



'^"S- - d^ 
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el enfin pour l'équation de la chatnette 



ic) 



= — \e^ -h e '^z, 



Sina 



dot 



dy 



COS^a m 



sans introduire de constante arbitraire, ce qui revientà choisir 
convenablement l'origine des coordonnées sur la direction de 
A^. L'ordonnée du point A est ainsi égale à m. 

Si maintenant dans ia) nous remplaçons ds par . "^ t nous 

^ ' ^ ^ ^ sina 

obtenons 
d'où , 

[d) jCOSa= /7î, 

en remarquant que ^=: m pour a == o; ce qui exprime que la 
projection de l'ordonnée sur la normale est constante. 

On déduit de là un moyen très-simple' pour construire la 
normale en un point M (Jig. 53) de la courbe dont on connaît 

Fig. 53. 
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l'ordonnée MP. 11 suffit pour cela de décrire une demi-circon- 
férence sur cette ordonnée comme diamètre et de déterminer 
la direction MKG de la corde de cette demi-circonférence par- 
tant de M et égale à m. . 
Le triangle MPG donne 



d'où pour la normale 



r»=m,MG, 



MG = 



ri 

m 
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Des relations (a) et {d) on déduit pour l'expression du rayon 
de courbure 

_ ds _ m __ y^ 
^ ~~ daL'~ cos'a ~~ m ' 

et le rayon de courbure est ainsi égal à la normale. 
En éliminant a entre (6) et ( rf), on trouve 

s = y//* — m* = /wN, 

N étant l'intersection de la tangente avec le cercle décrit sur 

l'ordonnée comme diamètre; le point N est ainsi un point de 

la développante de la chaînette, courbe à laquelle on a donné 

le nom de tractrice. 

ûf ' y 
Si l'on remarque que l'équation (c) donne j=r:m*-T~, on 

a, pour Taire AMOP, 

ydx = m^ j -7^ rZr = //z'tanga = ms. 

Cette aire est donc équivalente au rectangle MKNP. 

L'équation de la chaînette ne renfermant qu'un seul para- 
mètre, il s'ensuit que toutes les chatnettes sont des courbes 
semblables» 

La chaînette étant en équilibre stable, c'est, parmi toutes 
les courbes de même longueur passant par deux points fixes, 
celle dont le centre de gravité est le plus bas (53) ; ce que l'on 
démontre directement, du reste, par la méthode des variations. 

88. Forme d'équilibre d'un fil dont chaque élément est 
sollicité par une force verticale proportionnelle à la pro- 
jection horizontale de cet élément, 

£n désignant par p une constante, on a 

V ds = pdx = pdsooêoi^ 

CL ayant la même signification que ci-dessus; d'où 

P = />C08a, P, = — /isinacosa, P,= — />CO«'a. 
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Les équations (i) deviennent 

dJ 

— =^sina COSa, 

T-- = DCOS^a, 
ds ^ 

d'où l'on tire, comme pour la chaînette, 

Tc0Sa = C, 

C étant une constante ; la seconde des équations précédentes 



donne, par suite, en posant ^, = — , 



ou 



dx 


cos^ 


a 






ds ~ 


m 


— î 






d% 


dx 
m 








tanga 


dx 
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~ m 


X -f- 
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J = 


x^ 


-f-C 


x-\- 


C% 



2/71 



C et C" étant deux arbitraires. 
Cette équation est celle d'une parabole du second degré, ce 

qui devait être d'après le n''85, qui y conduit d'ailleurs, en 

P 

supposant y constante et /= o. 

On peut arriver géométriquement à ce résultat ainsiqu'il suit. 
Considérons, en effet {fig, 54 ), une portion OM de la courbe 

Fîg. 54. 



^/ 




V 



T. 



K X 



partant de son point le plus bas ; les tensions extrêmes T. 
et T en et M, dont les directions se rencontrent en I, 
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doivent faire équilibre à la force P.OK passant au milieu de 
Tabscisse OK; donc 01 = Kl, ce qui caractérise la parabole. 
On peut d'ailleurs le vérifier comme il suit; si Ton repré- 
sente T par IM, les longueurs IK et MK représenteront res- 
pectivement T. et px ; donc 

IK ~" T/ 
d'où 

89. Forme d'une voile de navire. — Considérons une voile 
rectangulaire dont deux côtés opposés sont fixes et perpendi- 
culaires à la direction du vent. La pression exercée par l'air 
sur chaque élément superficiel de la voile lui est normale, 
est proportionnelle à l'étendue de cet élément, au carré de la 
vitesse du vent et à une certaine fonction <p(a) de l'angle a 
formé par la vitesse avec la normale à l'élément. 

Si donc on fait une section dans la voile par un plan per- 
pendiculaire aux côtés fixes ^ on obtient une courbe dont les 
éléments sont sollicités par des forces normales proportion- 
nelles à <p(a) et dont la tension est constante. 

Si l'on prend l'axe des x perpendiculaire à la direction du 
vent, a sera égal à l'angle formé par la tangente à la courbe avec 
cet axe, et, en appelant m une constante, la seconde des équa- 
tions (i) donne 

i doL I , . 
p as m ^ ' 

On admet généralement que <p(a) = cos*a, quoique cette 
hypothèse ne donne pas de résultats très-conformes à ceux de 
l'expérience, et, dans ce cas, on a 

dct I - 

-- = — cos^a, 

as m 

d'où 

m tang a = ^ , 

et la courbe est ainsi une chaînette. 

90. Déterminer la forme d'équilibre d'un fil dont les extré- 
mités sont attachées à deux points fixes A, A', situés sur une 



3i6 
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horizontale, et dont les éléments sont soumis à des pressions 
normales proportionnelles à leurs distances verticales à la 
droite A A'. 

Cette courbe serait le profil transversal d'un vase formé par 
une toile dont les bords seraient fixés à deux tringles horizon- 
tales A, A' [Jig. 55), d'une assez grande longueur, par rapport 
à AA', pour que le raccordement des extrémités n*ait pas d'in- 
fluence sur sa forme dans sa région moyenne, et qui serait 
recouvert jusqu'au bord d'un liquide pesant. 

Fig. 55. 




Prenons pour origine le milieu de AA', OA pour axe 
des X, et la verticale de pour axe des j; si a désigne l'angle 
aigu formé par la tangente avec Ox, et si l'on mesure l'arc s 
à partir du point maximum B, et en désignant par i«j une quan- 
tité donnée, nous aurons 

équation dans laquelle T est une constante, comme nous l'a- 
vons établi plus haut. 

En substituant 



d'où 



I TS 



W 



2m^ 


7p a la \^vii3i> 

doL r 
ds ~ 2.m^ 


ati«^ X , vri 


d'<x 
ds\ 


I df 
2. m' ds 


I 


d'oL 

^ ds^ 


; sin a da.. 




ds' ~ 


nr 


k\ 
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k étant une constante arbitraire. On déduit de là 

(c) s= m I ; 

Jq vcosa -H A 

on a ensuite 

/•« COSa^a / f«/ j, , f^ doL \ 

JC=m I — =ml j ycosa -HAflflt — A* I - U 

/sina^/a / > 7 ,x 

— = 2 /w ( v^cosa H- A- -H A j , 
V^COS a -H A' 

h étant une nouvelle constante arbitraire. 

L'arc s est ainsi représenté par une intégrale elliptique de 
première espèce, et x par Tensemble de deux intégrales 
elliptiques de seconde et de première espèce. 

Proposons-nous maintenant de déterminer les constantes. 
Appelons, à cet effet, 

ai Tangle inconnu de la tangente en A avec Ox; 
2/ la longueur du fil; 
2 a la distance AA'. 

Comme on a j = o pour a = a,, de la comparaison des deux 
formules (a) et (6) on déduit 

fi = — COSa,. 

On a ensuite 

doL 



1= m 






v/cOSa — COSa, 



v/cosa — COSa, doL -H /coSa, , 
h = o. 

On a donc deux équations entre les inconnues ai et m, et le 
problème est complètement résolu. 

91. Forme d'équilibre d'un fil soumis à des pressions nor^ 
maies comprises dans un même plan et représentées par une 
fonction linéaire des coordonnées, — D'après Thypothèse et 
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en vertu des équations (i), nous pourrons écrire 

i dx i , , . 

- = -j- z= - [ax-hàr-h c), 
p ds 2^ -^ '* 

a, b, c étant des constantes. On déduit de là ' 



d^ 

ds 



a \ [ dx ,dr\ \ . L • \ 



Multipliant par da et intégrant, on trouve 

J v^asina — 



ÔCOSOL 

k étant une arbitraire. On a ensuite 

a dx 



/COS: 
y/rtsina — 



, ^ - - ôcosa-4- k 

ib) { 

_ /• sinarfa 

J v^ûTsina -- 6cosa H- X- 

relations auxquelles on peut substituer les suivantes : 

ax-i- by = 7.\Ja sina — b cos a h- X h- const. 

doL 



ay—bx= l v^ « sin a — b cos a -h / r/a — kl — 

J J /flsina — 



6 cos a -4- ^ 

de manière à ne faire dépendre les éléments de la question 
que d'intégrales elliptiques. 

92. Forme d'équilibre d'un fil animé d'un mouvement de 
rotation uniforme autour d'un axe auquel sont fixées ses 
deux extrémités. — Chaque élément du fil n'étant sollicité 
que par la force centrifuge, la courbe est comprise dans un 
plan passant par Taxe et animé d'un mouvement de rotation 
uniforme. 

Soient 

2a la distance des extrémités A, A' du fil; 

son milieu pris pour origine, Taxe des y étant dirigé 
suivant OA et celui des x perpendiculairement à cette di- 
rection ; 

2/ la longueur du fil; 
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B le point de la courbe situé sur Ox où la tangente est pa- 
rallèle à O7; 

!iqx = X la force centrifuge rapportée à Tunité de longueur 
de rélément ds du fil, q étant une donnée de la question. 

On a Y = o, et la formule (3) et la seconde des équations (2) 
donnent 

d'où, en intégrant et désignant par C et C deux constantes 
arbitraires, 

T ^ =-- C; 
as 

par rélimination de T entre ces deux relations, en se rappe- 
lant que ds^ = dx^ -f- rf/*, on trouve 

dr C 



dy 
Désignons par oTi l'inconnue OB ; -p étant infini pour le 

point B, cette formule peut se mettre sous la forme 
d'où 

y— Ix^—Ç?) C ^ 

Jx, v/(.r-'--C*)^-(x;-CM' 

Les constantes arbitraires jti, C se détermineront par les 
conditions 

. , p,. r^ ^dx 



C'Y 



-XV' 



l^^l ^/'"^^î^-^- 



L'intégrale qui représente 7 se ramène, comme on le sait, aux 
fonctions elliptiques. 



320 DEUXIÈME PARTIE. — CHAPITRE YI. 

Remarque. — Supposons que 0/ soil verticaU et que Ton 
veuille tenir compte de la pesanteur, rextrémité A' du ûl 
pouvant être libre; p étant une constante, l'équation (3) don- 
nera 

HT — — iqxdx -{- pdjr, 

d'où 

T = — qx^ -^ PX -^ const. ; 

mais il est plus simple de ne pas employer cette équation et 
de prendre pour variable l'inclinaison a de la tangente sur 
Taxe des x. Les deux premières équations (a) deviennent 



d'où 



ilT COS a 
ds 


- - 'kqx, 


r/Tsina 
ds 


= p^ 


r/'Tcosa 

ds' ~ 


— %q COS a, 


Tsina = 


/'U+C), 



C étant une constante; et enfin 

^/ = - 27 COSa 

pour l'équation différentielle de la courbe. 

93. Expression de la tension lorsque la composante tan" 
gentielle des forces extérieures, supposées comprises dans un 
même plan, est proportionnelle à la composante normale. — 
Soit P/= — /P», / étant une constante, on a 

.ds •' ' ' 



d'où 



dct 
T-— = — P 
ds 



dT ., 

T = T,e-^% 
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a étant l'angle compris entre les normales aux points cor* 
respondant aux pressions T, To (^). 

94. Équations du mouvement d'une courbe funiculaire 
plane, — ^Soient ijig» 56) 

Fig. 56. 




ABC, A'B'C les formes qu'affecte la courbe au bout des temps 

tyt-^dt; 
AB = ds, A'B' deux éléments égaux et consécutifs de ces 

courbes; 
„ AA' „ rfV , BB' 



,V 



ds = 



-, ■ d rfT '^^ vitesses des points A et B; 

u eiv les composantes de V suivant la normale et la tangente 

à la courbe ABC; 
(3 Tinclinaison de A A' sur AB; 
a celle de la tangente AB sur Ox; 
a', b' les projections de A' et B' sur cette tangente; 
a", b" les projections de ces mêmes points sur la normale. 

L'arc s limité au point A sera naturellement mesuré à par- 
tir d'un point déterminé de la courbe. 



(') Ce problème n'est autre chose que celui qui se rapporte à renroulement 
d'une corde sur un cylindre, pétant le coeflicient de frottement. La tension ré- 
sistante T décroît très-rapidement quand le nombre de tours de la corde sur 
le cylindre augmente. 

21 
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En remarquant que BB' Tait avec le prolongement de AB 
l'angle ^ -^ -j- ds -h -j- ds, on a 

ka' =i y cosp de = pde^ 

= V cosp A •+- ^ cospdsdt - V sinp (^ -f- ^)dsde 

= pdt -h -rfisdi — u-r dsdt, 
ds ds 

Or, aux termes du troisième ordre près, on a 

û'^'=A'B'=AB, d'où Aa'=Bô' 



. , dv dx 

(0 T7r-«:7:=o- 



et 

ds " ds 

Nous avons maintenant 
A«'= V8inprf/ = M^/, 



kb''= (\^^ds\2:mU'^^ds-h'^ds\dt 

= Vsinpe// -f- (^sinp -+- V cosp ^ dsdt -+- ycos^^dsdt 

^ ude -h (j""+"*'^) dsdt» 

da 
L'angle que forme A'B' avec AB étant égal à -^ dtf on a 



a" 5"= ds^dt = kb"— ka\ 
at 



d'où 



, . du dx doL 

^ ' ds ds dt 

Occupons-nous maintenant de la recherche des expressions 
des composantes tangente 9 et normale ^ à la courbe funi- 
culaire, de l'accélération du point A. 
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dv 

Des Tîtesses v — -r-rf/, v suivant A'B' ei AB résulteoi les 

ai 

accélérations 

-r suivant AB, 

ai 
di 

Les vitesses u-^-r-di^ u normales à A'B', AB. donnent de 

ai 

même les accélérations 



du 

dt 


suivant A 6', 


du 
dt 


» AB, 


)' 


dv dx 
= dl "cù' 




du dx 

= — -t- p — • 
di di 



d'où 



(3) 



Soient 

T la tension' de la corde en A ; 
E la masse de l'unité de longueur de la corde ; 
t^fds, e<^dsles composantes normale et tangentielle à la courbo 
funiculaire des forces extérieures qui sollicitent AB. 

Nous aurons, d'après des formules connues, 



(4) 



d'où 






^T dx ^d^a d 



et par réliminalion de T 

,5, ,._t,9.|._„g_^^,._t,j.o. 



ai. 
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II vient donc enfin 



(6) 



.' /«r ^'' dx\fi^x / dv da.\dx^ 

\ \^^di^'di)-d^^\^-'dt-^''di)d? 

__ d_ / ^ du dx\ dx __ 

diy ^ "■ "^ 5F j 5J - ^' 



On a donc à intégrer trois équations aux différentielles par- 
tielles simultanées (i), (a), (6) pour déterminer a, u, v en 
fonction de 5 et /; c'est, je crois, la forme la plus simple à la- 
quelle on puisse ramener les équations du mouvement d'une 
corde. 

On reconnaît sans difficulté que, pour éliminer u et Vy il faut 
en général pousser jusqu'au sixième ordre la ^différentiation 
des équations précédentes. L'intégrale de a renfermera donc 
six fonctions arbitraires, et il faudra par conséquent six condi- 
tions pour les déterminer. 

Les deux suivantes peuvent être appliquées dans toutes les 
circonstances, 

dy. 

(7) a=/(^)» ■^=fx(s) pour/ = o, 

/(*)»/•(*) étant des fonctions connues de s. 

Les quatre autres conditions dépendent de celles auxquelles 
sont soumises les extrémités de la portion considérée du fil. 

Supposons que le fil soit terminé par deux masses M,, M, 
censées condensées en leurs centres de gravité, la première, 
si l'on veut, se trouvant à l'origine de s. 

Soient 

<Po, ^9 et <pi, 4*1 les valeurs de <p et 4'» correspondant à ces ex- 
trémités ou pour 5 = o et 5 = 5„ 5| étant la longueur du fil ; 

MoO'., M.V, et M,*',, M,¥', les composantes des forces exté- 
rieures qui sollicitent Mo et Mi, suivant la normale et la 
tangente à la courbe ; 

T«, T, les tensions de la courbe à sa jonction avec M«, M,. 

Il faut que l'on ait 

^ ' î T. + M.(<I.',-if.) = o j ^ 
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On a de même 

(q) { > pour s = s.. 

Si la première extrémité de la corde est fixe, au lieu des con- 
ditions (8), on a les suivantes i 

ç z= Oj u = o pour s = o, 

m 

Dans le cas où la seconde extrémité est fixe, il faut également 
substituer à (9) les conditions 

p = o, u= o pour s = s^, 

95. Équations du mouvement très-lent d'une corde dont 
un point est fixe. — Supposons que le mouvement soit 
assez lent pour qu'on puisse négliger les termes du second 

ordre en "» ^> jt* L'équation (i) donne -t- = o et, comme un 

point de la corde est fixe, il faut que (^ = o. L'équation ( 2) de- 
vient 

, . du dy. 

Les équations ( 3 ) donnent 

/ \ .du 

(il) (p = 0, ^='^' 

Enfin l'équation (6) se réduit à la suivante : 

f^^djAd^c^ d^_d^f djAn^. 
\ dtjds'^^ds' ds\ dt)ds~ 

(12) < OU 

l V dt) ~ds^ "^ ds' ds ds'^ de ds ~ ^' 

96. Du mouvement d'un fil pesant dont une extrémité est 

fixe et qui s'écarte peu de la verticale, terminé par une masse 

pesante M. — Si le fil fixé au point est faiblement écarié de 

la verticale, puis abandonné à lui-même sans vitesse initiale, 

da 
u et V resteront du même ordre de grandeur que a, -t-> dont 
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nous négligerons les secondes puissances. Nous aurons comme 
plus haut 

«/ = o, y = o. 

D'autre part, 

* = geosa = g^ Y = — ^sina = — ^a, 

et les équations (4) deviennent 

, ^, . r/T ^dx ( du\ 

(13) 5F^*-^ = ^' T^-*i^*-*-S^) = ^' 

mais, en vertu des conditions (9), oh a 

La première des équations (i3) donne, par suite, 

et la seconde, par Télimination de T, 

(,4) [^■^^(•^.-•^^3Î = '(«^^S^)î 

à cette équation on devra joindre l'équation (10). 
Le pendule partant du repos, on a -7- = o, m = o pour / = o 

et l'on satisfait à ces conditions et aux équations (io)et(i4) en 
posant u = u'sinkt, a = a' coskty k étant une constante arbi- 
traire, u' et a! deux fonctions de s qui seront déterminées par 

(,5) [M.-t-e(..-.)]J' = 6(^a'-i-^«'), ^=-kc.\ 

Il ne me paratt pas que Ton puisse obtenir, sous forme finie, 
les intégrales de ces équations; mais si l'on suppose que la 
masse e^i de la corde soit une très-faible fraction de Mi, qui ne 
dépasse pas, par exemple, y^, on pourra, à -^ près, remplacer 

Mi + e( 5, — 5 ) par Mi H = M, et l'on aura, en posant ïï = /^> 
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On satisfait à ces équations, ainsi qu'à la condition 2^ = o pour 
^ = 0, en posant 

Â étant une constante arbitraire et q' y q" les racines de l'équa- 
tion 

b 

qui seront imaginaires lorsque — sera supérieur à ^* 

Nous avons ainsi, comme intégrales particulières des équa- 
tions (i4)et(io), 

On pourra ainsi représenter généralement a ei u par des 
sommes d'expressions semblables pour toutes les valeurs ima- 
ginables réelles que Ton peut attribuer à k. Nous n'insiste- 
rons pas sur la détermination des constantes A devant résulter 
de la première des conditions (7) et des conditions (g) , re- 
cherche qui ne conduit à aucun résultat intéressant. 

Supposons que l'on veuille déterminer la forme initiale que 
doit affecter le Ol pour qu'il exécute la même série d'oscilla- 
tions qu'un pendule simple de longueur Sx et soit ai la valeur 
initiale de a. qui est censée correspondre à 5 = 5,, nous de- 
vrons supposer __ 



X- 



valeur qui sera généralement supérieure à - sjyigi de sorte 
qu'en posant 



la première des équations (17 ) devient, en y supposant / = o, 
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B étant une constante que Ton déterminera connaissant l'écart 
initial a« correspondant à une valeur déterminée de s^ soit 
pour 5 = 5i par exemple, et il vient 



( -sin7J-i-7C087*] 
(i8) a = pt.^> ^"^ ' 



z (*-*•) 



-81117*,-+- 7COS75, 



La forme définie par cette équation n'est pas celle qui ré- 
sulte d'une traction horizontale très-petite gr, agissant sur le 
centre de gravité de Mi. En effet, en jetant un coup d'œil sur 
l'équation (i4), on reconnaît que celle qui correspond au cas 
actuel est 

d'où 

équation qui n'offre aucune analogie avec l'équation (17). 

Le procédé employé par Foucault pour iancerjson pendule, 
dans ses expériences du Panthéon, et qui consistait à brûler 
un fil retenant en équilibre la boule du pendule, n'était donc 
admissible que parce que la masse du. fil de suspension était 
très-faible par rapport à celle de CQtte boule. 

97. Équations des petits mouvements d*une chaînette. — 
Supposons 0^ horizontal; on a 

T=— g'COSa, 4>=— g'Sina, 

et 

, . / du\ d^CK. dct} d^cL dx 

(,9) (^^C0Sa + _j^H-.^S.n«^,-;^^=O. 

•, ^ du d^a ,, , . ,,, 

En supposant -j- = o, -7- = o, on a, pour 1 équation d e- 

quilibre, 

d^a , do} 

C0Sa-7-=--f- asina-r-r =0, 
ds^ ds^ ' 
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d'où 

ds* sina dx 

-7- -4- 2 -r = ^i 

ax cosa as 

ds 

et, en désignant par c une constante, 

doL__co^'(x. ^'^ _ COS'asina 

^ ' ds c ds^ c* 

Si O7 passe par le point le plus bas^ on a la relation connue 

(21) tanga = '-' 

Soit a -h doc ce que devient oc pendant le mouvement; nous 
négligerons les termes du second ordre en u et Sa. 
L'équation (19) donne 



( 



. , du\ d'à d'Sa . rfa» 

- ffSma Ja + ^ j ^ H- ^COSa -^ H- agCOSa^a ^ 

dSoi dix d^Sx dx 



En développant les calculs on trouve finalement, en élimi- 
nant s au moyen des équations (20), 



I . du . , dBx 

-7- 4- Sm a COS^a -=— 
dt dx 



l COS a ^a — -^ sina cosa ^ 4- sin a COS^a 



1 d^Sx , r €n$x 
H T-v COS'a 77- = O. 

2 dx' 'kg dt 

Il paratt à peu près impossible d'intégrer les équations aux 
différentielles partielles (10) et (22) dans le cas général. 

Mais si la corde est assez tendue pour que Tangle a ne dé- 
passe pas une vingtaine de degrés, on a approximativement 

I d^^x c d'Sx 

équation qui sera satisfaite par la suite 

Sx — \ ACOS (a -h e) i/-^H- 2.C0SA(.' -Ht), 

A, e, r, k étant des constantes. 
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L'équation (lo) donne par suite, en ayant égard à la pre- 
mière des relations ( 20), 

du _ c dSx 
fia ~ COS' a dt ' 

d'où 



Aos(a + e)W^-+-îà 
Jkd ^ ' J COS^a 



<p [t) étant une fonction arbitraire du temps qui dépend de Tétat 
initial de la corde. Il ne paraît pas que l'on puisse déterminer 
les intégrales de cette formule. 

98. Équations des petites oscillations d'un câble de pont 
suspendu. — On admet, comme on le sait, que chaque élé- 
ment du câble est sollicité par une force proportionnelle à sa 
projection horizontale, de sorte qu'en désignant par G une 
quantité connue, on a 

* = — Geosasina, H^^— Gcos'a. 
L'équation (12) devient 



( 



^ 5 du\d^a, -^ . dot} d'à. dx 

Gcos'a -h -7- )--r-=- -+- SGsinacosa -r-j — - -— - = o, 

dt J ds^ ds^ dt^ d$ 



Dans le cas de l'équilibre cette équation se réduit à 



d^oL „ gin 



3 



Sina (dx\^_ 
COSa \ds J '~ * 



ds^ COS( 

d'où, comme nous l'avons trouvé plus haut, 

r/a_C0S^a ^*a _ 3sinaC08*a 
ds ~~ c ds^ ~~ c* 

C étant une constante. 

En supposant que les déplacements soient très-petits, et en 
opérant comme dans la question précédente, on arrive à l'é- 
quation 

d'*S(x, dSa 3$x c d^SoL 3tanga cfef_ 

da.^ ° dd COS^a Gcos^a dt^ Gcos^a dt ~~ ^ 
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qui est encore très-compliquée; mais, en supposant que la 
flèche du câble soit suffisamment petite, cette équation se ré- 
duit à la suivante : 

à laquelle il est facile de satisfaire. On trouve ensuite u au 
moyen de Téquation (lo). 
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CHAPITRE VIL 

DU MOUVEMENT D'UN CORPS SOUDE. 



§ I. — Mouvement d'un corps autour d'un axe fixe. 

99. Reprenons les notations et la figure du n"* 70. 
Soient 

d l'angle variable formé par deux plans passant par Taxe, l'un 
j^Ox de direction fixe, l'autre entraîné dans le mouvement 
du corps; 

Gt) = -T- la vitesse angulaire au bout du temps t; 

r la distance d'un point matériel m du corps à l'axe de rotation ; 
I = ^mr^ son moment d'inertie par rapport à cet axe. 

L'indice o continuera à désigner les quantités correspon- 
dant à l'état initial. 

L'équation du mouvement s'obUendra en exprimant que les 
forces d'inertie font équilibre aux forces extérieures autour 
de Taxe de rotation. 

La force centrifuge de m ne donnant aucun moment, le 
moment de la force d'inertie se réduit à celui de sa compo- 
sante tangentielle; on a 

— mr -7-= — mn 



dt dt 



3 ' 



d'où, pour la somme de tous les moments semblables. 



~" dt ~ ~ 'dF* 
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On a donc 

(,) -.1 J + ja.^=o ou lg-^, = o; 

ei le mouvemeni sera uniforme si 3TI/, = o. 
En multipliant par dO et intégrant, on a 

ou 

(3) I(c.^_,.j)=G, 

en appelant ^ le travail total des forces. Cette dernière équa- 
tion^ qui n'est autre chose que celle des forces vives, aurait 
pu s'écrire immédiatement en remarquant que la force vive 
du système est 

Pour obtenir les pressions sur les axes, il faudra, dans les 
formules (2) du n° 76, mettre en évidence dans les R et 31L 
les quantités correspondantes relatives aux forces d'inertie, 
ce qui donne 

X X * ' 

N7 -H N ' -H Rj -h w* M/, H- M 3, -^ = o , 

(4) ^ N.-+-N;-+-R,4-a>^Mz.-Mr.^ = o, 
— N^ « H- 3Hj — (*i^2mxz -h -^ l.myx = o, 

d'où Ton déduira les composantes des pressions, sauf N, et N!p 
dont la somme pourra seule se déterminer, comme nous l'a- 
vons déjà fait remarquer dans le cas de l'équilibre. 

100. Jxes permanents de rotation. — Supposons que le 
corps solide ne soit soumis à aucune force extérieure, c'est- 
à-dire que les R et les tfïL soient nuls, et qu'au lieu d'avoir un 
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axe fixe il n'y ail qu'un point fixe A, et proposons-nous de 
déterminer les conditions qui doivent être remplies pour que 
le mouvement, ayant commencé autour de Taxe kx, continue 
comme si cet axe était fixe. 

Il faut que les moments par rapport au point A soient nuls> 
et que le point A' de Taxe ne supporte par suite aucune pres- 
sion, c'est-à-dire que 

N' =0, N' =0, N' =0. 
L'équation (i) donne 

d'où 

w = const., 

et les deux dernières équations (4) 

7.mxz = o, 
Imxy = o ; 

ce qui exige que AA' soit un axe principal d'inertie du 
point A. Ainsi un corps solide jouit de cette propriété que si 
on rend fixe l'un de ses points et que, à un instant quelcon- 
que, il tourne autour de l'un des axes principaux d'inertie 
passant par ce point, sans qu'aucune force étrangère ne lui 
soit appliquée, le même corps continuera à tourner autour de 
cet axe comme s'il était fixe, et le mouvement de rotation sera 
uniforme. Les trois axes d'inertie passant par un point fixe 
sont appelés, pour ce motif, les axes permanents de rotation, 
relativement à ce point. 
Si le centre de gravité de M est sur l'axe de rotation, on a 

•^. = 0, 7, =^o; 

les trois premières équations (4) donnent alors 

de sorte qu'il n'est pas nécessaire que ce point soit fixe. 
Donc : 
Si un corps entièrement libre, qui n'est soumis à l'action 
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d'aucune force extérieure , commence à tourner autour de 
l'un des axes d'inertie principaux passant par le centre de 
gravité f son mouvement continuera autour de cet axe avec une 
vitesse angulaire constante» 

On comprend ainsi pourquoi ces trois axes sont souvent 
désignés sous le nom &*axes naturels de rotation. 

101. Du pendule composé dans le vide, — On donne le nom 
de pendule composé à un corps solide uniquement soumis à 
l'action de' la pesanteur et obligé à tourner autour d'un axe 
fixe horizon lai 0^. 

Prenons pour plan de la figure celui de la circonférence 
que décrit le centre de gravité G. Soient 

la trace verticale de l'axe; 
Oz la verticale du point 0; 
/ la distance GO ; 
l'angle GOz. 

Le moment du poids M g* par rapport à étant évidemment 
la formule (i) du n® 99 donne 



(5) 


l^=-M^/8in9. 


Si nous posons 


■. ï 

^-m' 


il vient 





Or cette formule se rapporte au mouvement d'un pendule 
simple de longueur \ dont les oscillations seraient identiques 
à celles du pendule composé, et qui est désigné pour ce mo- 
tif sous le nom de pendule synchrone de ce dernier système. 

Soient lo le moment d'inertie du corps autour de la paral- 
lèle à l'axe de rotation, passant par le point G. Nous avons 

vu (W) que 

1 = 1. -h M/*, 
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d'où 

16) > = i5r/^'- 

On voit ainsi que la longueur du pendule synchrone est plus 
grande que la distance du centre de gravité du pendule com- 
posé à Taxe de suspension. 

Si nous portons sur la direction de OG à partir de la lon- 
gueur 00'= X, tous les points de l'horizontale projetée en 0' 
oscilleront comme des pendules simples, c'est-à-dire comme 
s'ils étaient complètement indépendants du corps. Cette droite 
est ce que l'on appelle Xaxe d'oscillation correspondant à l'axe 
de suspension Ox. 

L'équation (6) peut encore s'écrire ainsi 



ou 



GO.GO'=li. 
M 



Cette formule étant symétrique par rapport à GO, GO^ on en 
conclut que, si l'on remplace Tax-e de suspension par l'axe 
d'oscillation, le premier axe deviendra l'axe d'oscillation du 
second. C'est ce qui constitue ce que l'on appelle la récipro- 
cité des axes de suspension et d* oscillation* 

Supposons qu'un corps étant donné on veuille le faire os- 
ciller successivement autour de différents axes. Soient 

/ la distance de l'un de ces axes au centre de gravité; 

a, ^y y les angles que fait la direction de cet axe avec les axes 

principaux passant parle centre de gravité; 
A>B>C les moments d'inertie par rapport à ces derniers 

axes. 

Nous aurons (kk) 

I, = Acos^a -h Bcos'P -f- Ccos^Y, 
d'où 

Cette longueur, par suite de la durée T de l'oscillation, peut 
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rester la même pour une infinité de droites différentes', puis- 
que / et deux des angles ol, (3, y sont indéterminés. 

Si Ton veut que X ou T soit un minimum par rapport aux 
variables ci-dessus qui définissent l'orientation de l'axe, il 
faut que 

a =90°, P = 90^ 7 = 0, 

ce qui donne 

Cette expression sera minimum par rapporta / pour 

et aura alors pour valeur 



= Vs 



102. Du mouvement du pendule composé dans un milieu 
résistant. — Les hypothèses admises (que nous ferons con- 
naître plus loin en nous occupant de la dérivation des projec- 
tiles] relatives à la répartition, sur la surface d'un corps, de la 
résistance d'un milieu dans lequel il se meut, conduisent à 
représenter le moment total de la résistance sur un pendule 

composé par l'expression ^[-n] » /^ étant un coefficient qui 

dépend de la forme du corps, et n une constante déterminée 
par l'expérience; on aura ainsi 



d'où 






ce qui n'est aulre chose que la formule relative à un pendule 
simple de longueur X, se mouvant dans un milieu résistant. 

Nous n'avons donc rien à ajouter à ce que nous avons dii 
au n° 24, sur le mouvement du pendule simple dans un mi- 
lieu dont la résistance est proportionnelle à la simple vitesse 
ou au carré de la vitesse. 

22 
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10^. Applications diverses, — i* Théorie de la machine 
d'Àtwood, — On sait que celle machine se compose en prin- 
cipe d*une poulie à axe horizonial donl la gorge reçoil un fil 
lerminé par deux masses pesâmes M el M'. Soienl 

I le momenid'inerlie de la poulie; 
R son rayon. 

Supposons M> M'; négligeons la masse du fil, quiesllrès- 
pelile par rapporià M, M', el conservons les nolalions précé- 
denles. 

On a, en vertu du principe général de la Mécanique, 

d'où 



dt^ I -f- (M -f- M') R' 

Le rapport de l'accélération R -7—- des deux masses à l'ac- 
célération de la pesanteur est donc proportionnel à la diffé- 
rence des masses, el est d'autant plus faible que leur somme 
el le moment d'inertie de la poulie sont plus grands. 

2® Dit. mouvement d'un treuil dont l'axe est horizontal, 
sur lequel passe un fil terminé par une masse pesante M et se 
trouve monté un régulateur à ailettes. — Le régulateur se 
compose de tiges qui traversent l'axe en leur milieu, et qui 
sont terminées de part et d'autre par des surfaces planes per- 
pendiculaires ou obliques à la direction du mouvement de 
leurs centres de gravité. 

Nous supposerons que le moment dû à la résistance de l'air 

dO^ 
sur les ailettes est de la forme K -1-? K étant une constante, 

el nous aurons 

d'où 

(PB _ MffR K ^ 

dt^ ~ 1 -h MR^ I -h MR' dt^ * 
A l'inspection de cette équation, on voit que la loi du mouve- 



MOUTEHENT d'un GOEPS SOLIDE. 889 

ment est la même que celle de la chute d'un corps pesant 
dans un milieu résistant (19). 

3** Un fil passant sur un treuil à axe horizontal est terminé 
d'une part par une masse pesante M, et de Vautre par une 
chaîne également pesante dont le développement vertical dans 
le sens de la pesanteur est limité par un plan horizontal Jîxe : 
déterminer la loi du mouvement, — Supposons que le mou- 
vement ait lieu dans le sens du poids Mg-, le problème se 
résoudrait de la même manière dans le cas contraire. Soient 

q le poids de Tunité de longueur de la chaîne; 

X la longueur verticale développée de cette chaîne. 

On a 
d'où 

dH _ R^(M-y:c) 



En appelant Q. la valeur de pour laquelle la chaîne serait 
complètement massée sur le plan horizontal^ on a, évidem- 
ment, 

par suite 

fP^ ^ R.^(M-4-<7R9, -yRQ) 

di' ~ l-hR^(M-yR0,-f-^yR0)' 
équation que l'on peut mettre sous la forme 

dt^ a 4- 6 



a, 6, a étant des quantités connues. En multipliant par dO, 
intégrant et appelant C une constante arbitraire, on a 

d'où 

dB 



J M^^ 



!0 4-^logC(a-f-Ô)] 

et le problème est résolu par une quadrature. 



22. 
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4** Du mouvement d'une chaîne pesante comprise dans un 
plan vertical sur un double plan incliné à V arête duquel il est 
normal. — Soient 
9 la masse de l'unité de longueur de la chaîne dont / est la 

longueur; 
X la longueur de la portion de la chaîne sur le plan incliné 

dans le sens duquel le mouvement est censé avoir lieu; 
I l'inclinaison de ce plan sur l'horizon ; 
i' l'inclinaison du second plan incliné. 

On reconnaît sans difficulté que Ton a 

Iqgx^Xïii - qx -^\ Sx - \qg{l-x) sini'-f- q (l - x) ^J^^^ = o, 



d'où 

"JT —[[^ (sini -h sin/') — /sin/']. 

£n multipliant par dx, intégrant et appelant C une constante 
arbitraire, on trouve 

— r-r^ — y\ — (sin/ -h sin/') — /sini'n — h 
2 r/r / L 2 ^ ' 2 J 

d'où 



k^ r ^^^ 

V ' J v/j7'(sin/-hsin/') — 



2/sini'-f- C 
intégrale que l'on sait obtenir. 

§ II. — Mouvement de rotation autour d'un point fixe. 

104}'. Équation du mouvement d' un corps solide autour d'un 
point fixe. — Nous supposerons que Ox, Ojr> Oz sont les 
trois axes principaux d'inertie par le point fixe 0. 

Soient 

M la masse du corps; 

A =r2m(/*4- J3'), B = 2m(-s'+ x^)y C = 2 m (x*4- j») ses mo- 
ments d'inertie par rapport aux axes Ox^ Oj, Ozy m étant 
la masse du point matériel correspondant aux coordon- 
nées Xy JTy Z, 

On devra se rappeler que 

2/«j2 = o, Imzx = o, Imxy = o. 
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La somme des moments des forces d'inertie prises en sens 
contraire par rapport à 0^ a pour expression (77, 1" Partie) 

ou, en réduisant. 

Si donc nous appelons 3TL,, OTL,, 3TL, les moments des forces 
qui sollicitent le corps par rapport à 0^, 0/, Oz, on a 

Telles sont les équations, dues à Euler, du mouvement d'un 
corps solide autour d'un point fixe. 

Supposons que, tf^xy ^^jf ^^t étant donnés, on ait obtenu 
/i, Pj q en fonction de /, on substituera ces valeurs dans les 
formules (4) du n° 4-3 de la première Partie 

n = -r cosY r sin9 simy, 

at ^ dt 

(2) ( /? = -j- siny H-~sm9cosy, 

d^ d9 ^ 
V dt dt ' 

d'où l'on déduit 

I dO , . , 

— - = 72 cosy -h /? sin\p, 

(3) { J 

sinô ~ = /? cos>^ — n sin^j^. 

A l'aide de ces équations, on déterminera 9, ^, en fonc- 
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tion du temps, ce qui permettra de connaître la position du 
corps à un instant quelconque. 

Remarque, — Si B = A, DïL, = o, g reste constant, et Ton 
a ce théorème : 

Si les forces qui sollicitent un solide de révolution homo- 
gène se réduisent à une force ou à un couple situés dans un 
plan passant par l'axe de révolution du corpSy la composante, 
suivant cet axe, de la rotation instantanée reste constante 
pendant toute la durée du mouvement. 

105. application des théorèmes des moments des quantités 
de mouvements et des forces vives. — Les formules d'Euler 
présentent le plus souvent» dans leur application, des diffi- 
cultés considérables, sinon inextricables, et si l'on est parvenu 
à résoudre quelques problèmes relatifs à la rotation des corps, 
c'est parce que, le plus souvent, on a pu substituer à une ou 
deux de ces formules une ou deux intégrales premières don- 
nées, par les principes des moments des quantités de mouve- 
ment et des forces vives. 

La somme des moments des quantités de mouvement par 
rapport à Taxe Ox a pour expression 

et Ton a de même B/?, Cg pour les sommes semblables rela- 
tives à Oj et Oz. 

La somme des moments des quantités de mouvement par 
rapport à une droite fixe Ou dans l'espace, faisant avec 0^, 
Oj, Oz les angles a, (3, y, est 

A/î cosa H- B;? cosp -h C^ CO87, 
et Ton a, en venu d'un principe connu (56), 

(4) ^(A/ïCOSa-HB/7C08p-4- C7COS7) = iyiL„, 

Si donc la droite qui représente le moment total des forces 
est constamment perpendiculaire à Otf, on a pour cette droite 
la relation 

(5) A«co8«-f-B/>co8p-i-Cgco87 =ooa8t*, 
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que Ton substituera avec avantage à Tune des équations (i) 
dont elle pourrait d'ailleurs se déduire. 

Dans le cas où le solide n'est sollicité par aucune force, le 
moment total des quantités de mouvement est constant, et, en 
appelant k sa valeur, on a 

(6) A««*-4-By-i-C»^*=X\ 

La force vive du corps autour du point ûxe étant 

on a, en appelant S le travail total des forces et h une constante 
(qui est, si Ton veut, la force vive'.à l'instant où l'on commence 
à mesurer le travail), l'équation 

(7) A/2* -h B/?'-4- C^'— /* = aS, 

que Ton substituera à Tune des équations (i) lorsqu'on pourra 
obtenir l'intégrale représentée par 6. 

Dans le cas où le corps n'est sollicité par aucune force, l'é- 
quation (7) devient 

(8) A/i»-hB/?*-+-C7'=^. 

Remarque. — Supposons que dans ce cas on veuille déter- 
miner les conditions nécessaires pour que Taxe instantané 
soit une droite fixe dans le corps. En appelant tù la rotation 

instantanée, les cosinus -1 ^? - doivent être constants, et l'é- 

(ù (ù (ù 

quation (8) montre qu'il doit en être de même de o) et, par 
suite, de n, /?, q. Les équations (i) se réduisent alors aux sui- 
vantes : 

(B — C)/?7 = o, (B — A)/i/7 = e, (A — C)/iy = o. 

Si les moments d'Inertie sont inégaux, il faut que deux des 
quantités /i, p^ q soient nulles, ce qui démontre de nouveau 
le théorème énoncé au n® 100. 

Si A = B, la troisième équation disparaît, et les deux autres 
sont satisfaites par 9 = 0; l'axe instantané est donc alors 
compris dans le plan ^Oj, dont tous les rayons sont des 
axes principaux. EnOn les équations ci-dessus sont iden- 



344 DEUXifeME PARTIE. — CHAPITRE TH. 

tiques lorsque A = B = C, et la rotation est permanente 
autour d'un axe quelconque, qui est d'ailleurs un axe prin- 
cipal. 

Les équations d'EuIer ne sont qu'un cas particulier de celles 
auxquelles conduit la solution du problème général suivant. 

106. Équations du moui^ement d'un système matériel [a) 
rapporté à trois axes rectangulaires mobiles autour de leur 
origine. 

. Soient 

• 

n, Pj q les composantes suivant les axes mobiles Oxy Oy, Oz 
de la rotation de l'ensemble de ces axes; 

V la vitesse absolue du point m de (o-), dont les coordonnées 
sont X, y, z; 

OP, 0311/ les axes des moments des quantités de mouvement 
des éléments matériels de ((x) et des forces extérieures 
agissant sur ce système par rapport au point 0; 

Pu. SfïLuy Va les projections de OP, ODÏU, V sur un axe quel- 
conque 02^. 

La vitesse V étant la résultante de la vitesse relative de m, 
par rapport aux trois axes, et de la vitesse d'entratnement, on a 

^'^Tt-^P^-^"^^^ 






et par suite 



{b) 



^,^^m\\X'£---y^-^q[x^-\-f)-z[nx-^-px)^' 



Pr- 
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On sait (56) que OOÏL n'est autre chose que la dérivée géo- 
métrique par rapport au temps de OP, ou la vitesse absolue du 
point P, considéré comme un mobile, et dont la vitesse rela- 

rfP 
tive, estimée suivant Ox, serait -~, de sorte que les équa- 
tions {a) fournissent les suivantes : 

(c) { 0ll^^_^ + 7P,-/iP., 

et, en y substituant les valeurs (6), on obtient, pour les équa- 
tions cherchées, • 

; dn , , -. dp dq 

' (U ^-^ ' dt -^ dt 

d dx djc 

dp ^ , ^ ,» dq dn 

-h qnlm(z^— j:*) — pqlmyx -\-pn Imyz H- (w' — q^)l.mzx 

id) l ^ / 9 ,x dy dy 

^ -^ p -r^fn{z^-\' x^) — 'lq^mZ'i-'-1n'S.mx-r■ 
^ dt ^ ' ^ dt dt 



X» 



dt \ dt dt) ^' 



dt ^ ^ ' dt dt -^ 

-^ np1m(x^~ y'^)— qnlm zf-h qplm zx -h(p^ — n^)lmxf 
^ , , ,v ^ dz dz 



— 2/«(^-^ — r-j- I =01V.. 
dt \ dt -^ dt I * 



En désignant par ^ le travail des forces extérieures et OKh 
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léculaires qui agissent sur («), augmenté d'une constante, on 
a réquation des forces vives 

2w(Vî-+-.V;-h-Vî)--=aS, 



ou 



— pqlmzjr — m/ 1 mxz — np Inxy 
/-\ I ^ f dz dy\ ^ [ dx dz\ 

(e) j ^a„:s«,(^j^-z-) + >p2,«(^z^-x^j 

Cas particuliers. — i*> Supposons que le système soit un 
corps solide dont on rapporte le mouvement à trois axes fixes 
dans ce corps; x, y^ z sont indépendants du temps. Appelant 
A, B, C les moments d'inertie du mobile par rapport aux 
axes Oxy Oj, Oz, et Ha, la constante 2 mac, a, c étant deux 
quelconques des coordonnées» les équations [e) deviennent 



(/) 



/ . dn 


'^ dt 


-H„J+;^y(C-B)-«;>H„ 

+ «îH,^-f-(</'-p')H^_OT.., 


1 dt 


^^dt 




1 r^^'f 
1 dt " 


dn 
" dt 





et l'on a ainsi les équations les plus générales du mouvement 
de rotation d'un solide autour d'un point fixe. 

2** Si les axes coordonnés sont les axes principaux d'inertie 
du corps passant par le point 0, les VLw sont nuls, et l'on re- 
tombe sur les équations d'Euler, que nous avons obtenues 
plus haut par une autre méthode. 

3® Supposons que le système (o-) se compose de deux par- 
ties, l'une solide (S), dont 0^, Oj, Oz sont les axes princi- 
paux d'inertie passant par le point du corps, et l'autre [s] 
relativement mobile; les équations [d) donnent celles du 
mouvement d'un corps solide relié à un système matériel 



r) 
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animé d'un mouvement relatif par rapport à ce corps (*), et 
qui sont les suivantes, dans lesquelles 2 se rapporte unique- 
ment à {s) : 

-hpq [C — B -h 2 /w (x^—z^)'] -h (q^ — p^) 2 myz — nplmxz-hnqlmxjr 
f d'z dW\ 

d , ^ ^. dx ^ dx g^y 

H- /l - 2w(j^-H Z^) — 2/72 /?17 ^ — a^ 2/wz ^ = Jll,, 

-£[B -i- 2//i( j:^ -4- z')] - ^ 2m/z - ^ 2/W7J: 

-H^«[A — C -H 2/w (z* — j:'')] -h («*— 7*) 2mzx^pq 2 niyx-\-pn"S,myz 

( d^x d^z\ 
^^m[z^-^x-^J 

-+-/?-7-2/w(z'-+- x') — 27 2/w z -r- — in^mx-^ =OPl;-, 
^ dt ^ ' ^ dt dt 

-r-fC H- 2/72(x'-f-r^)l r-2/wzj: ^2/wzr 

-+-/?/?[B~A h-27w(j:'— /^)]-4-(/î^— n^)1mxY — qn'lmzy-^qplmzx 



( d^Y d'x\ 
:^m{x^^jr—J 



d , ^ ^, dz ^ dz ç^ 

\ "^ 1 -n- ^"^[^ ~^ X ) ~" 2^^ 2/wj: ^ — 2/7 2 my-rr = in^,. 

107. Z)a mouvement d*un corps solide qui n'est sollicité 
par aucune force. 
D'après le n"" 105, nous avons d'abord les équations 

(6) A'/?'-+-BV+C'(7'=X', 

(8) kn" -^ B/?^-f- Cq' = h, 

auxquelles on joindra Tune des équations d'Euler, soit 

(9) cg+(B-A)//y. = o, 
pour déterminer les éléments du mouvement. 



(*) yoir pour plus de développements le Mémoire que j'ai publié dans les 
Annales de l'École Normale (1872), intitulé : Du mouvement et un corps solide 
relié à un système matériel animé d'un mouvement relatif par rapport à ce corps. 
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Des équations (6) et (8) on tire 

, X^— B/^-f-(B — C)Cr/» 
(.0) {"~ ^^-«>^ ' 

^' ~ (B-A)B 

En substituant ces valeurs dans Téquation (g), et résolvant 
par rapport à dt, on trouve 

Cdq 



(il) di = ±:\/kb 



^[X'-B/i-+-(B-C)C^*][A^~A^-h(C~ A) C./] 



Comme le temps crott constamment, sa différentielle est tou- 
jours positive, et Ton devra prendre le signe + ou le signe — 
selon que dq sera positif ou négatif. 

L'intégrale de Téquation (i i) donne, en fonction de q, l'ex- 
pression t qui dépend des fonctions elliptiques, excepté dans 
les cas suivants : i® deux des moments d'inertie sont égaux; 
2,"" h est égal à Tune des trois quantités Ak,Bh, Ch, cas dans 
lesquels l'intégrale s'obtient sous forme finie. 

L'intégrale étant supposée obtenue, en déterminant la con- 
stante par la valeur initiale qo de q, on en conclura inver- 
sement q en fonction de /, par suite n et p au moyen des 
équations (lo). 

En prenant la direction invariable de la droite qui représente 
le moment total des quantités de mouvement, pour celle de 
l'axe fixe OZ, qui devient ainsi celui du plan invariable ou du 
maximum des aires, on a, d'après les formules (2) du n® &3 de 
la première Partie, qui sont applicables ici, en y remplaçant 
respectivement n, p, q, x par An, Bp, C^, k, 

kn = — k sinO sin>I/, B/? = k sinO cos>I^, C^ = k cosô, 
d'où 

i COSÔ =-^î 

( tang^ = -B^. 

ce qui détermine les angles 6 et 4* en fonction de 9, et par 
suite de /. 
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Pour déterminer cp, nous remplacerons 6 et <\i par leurs 
valeurs dans la seconde des équations (3)^ et nous obtiendrons 
ainsi 

d'où, en vertu de la relation (8), 

ei, en substituant à dt sa valeur ( 1 1 ), cp s'exprime en fonction de ^ 
par une intégrale qui se ramène aux fonctions elliptiques. 

108. Propriétés géométriques du mouvement. — Soient Xy 
r, z les coordonnées d'un point quelconque de Taxe instantané 
et u sa distance à l'origine des coordonnées. £n remarquant 
que les cosinus des angles que forme cet axe respectivement 

avec OXf Or, Oz sont - > - > - > on a 

&) &) 0) 
u l( Il 

w w w 



W' 



Si l'on multiplie les équations (6) et (8) par — » elles devien- 



nent 



«' 



w 



«> 
II 



Ax'4-B7=' 4- Cz' = h — 



5 



d'où, par l'élimination de —-t 

Donc VcLxe instantané de rotation décrit dans le corps un 
cône du second degré, qui devient circulaire autour de l'un 
de sçs axes principaux d'inertie si les moments d'inertie re- 
latifs aux deux autres sont égaux. Ce cône se change en un 
plan lorsque l'une des trois quantités /i*— AA, /r' — BA, 
/i'— CA s'annule. 

Le cône et le plan ne peuvent pas être imaginaires, c'est-à- 
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dire que Tun des coefGcients des carrés des coordonnées est 
toujours de signe contraire aux deux autres ou à l'un d'eux. 
En effet, supposons que Ton ait A> B > C et formons, au 
moyen des équations (6) et (8), les expressions 

i X-'-A// = B(B-A)/;'h-C(C-A)^S 
(i4) I lc'-Bh=C(C-B)q^-^A(X — B)n\ 

{ >J-'-CA = A(A-C)/i'-hB(B-C)/?^ 

on voit que h^— A A < o, k^— C A > o, ce qu'il fallait établir, et 
ensuite que la quantité A*'— BA peut seule devenir nulle, et par 
conséquent que celle des quantités A'— A A, A* — BA, A*— C A 
qui peut s'annuler correspond au moment d'inertie moyen. 

!• Le mouvement du corps peut être produit par le roule- 
ment d'un cône du second degré sur un cône fixe: c'est ce 
qui résulte de ce qui précède et du n** 34 de la première 
Partie. 

2® Le cône décrit dans le corps par l'axe du plan invariable 
est du second degré. 

En effet, en désignant par a?, j, z les coordonnées d'un point 
de OZ situé à la distance u de l'origine, on a 

A« = Â-, Bp = k^-, Cq=^k-, 
u ' u ^ u 

d'où, en vertu des équations (6) et (8), 

O^'-f-/^ H- z* = «', 






et, par l'élimination de u, on trouve 

pour réquation de la surface du cône dont il s'agit et qui ne 
peut pas être imaginaire, d'après ce que nous avons établi plus 
haut. 

3" La composante de la vitesse angulaire instantanée sui- 
vant l'axe du plan invariable est constante. 

Soit e l'angle formé par cet axe avec l'axe instantané de rota- 
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tion; on a, en projetant n, p, q sur la direction de h et ayant 
égard à la relation (8), 

A/i B/2 C/t A 

ce qu'il fallait établir. 

4" Si Von mène à V ellipsoïde central un plan tangent paral- 
lèle au plan invariable y le rayon du point de contact est l'axe 
instantané de rotation. 

£n effets la normale à cet ellipsoïde, dont Téquation est 

Ax*-+- Bj*4-Cz'= I, 

au point où il est rencontré par Taxe instantané, fait avec les 
trois axes coordonnés des angles dont les cosinus sont propor-* 
tionnels à A/i, B/?, C^; elle se confond donc avec Taxe du plan 
invariable. 

En désignant par x, j, z les coordonnées du point ci-des- 
sus, par R le rayon vecteur mené en ce point, on a 

w w w 

Si Ton porte ces valeurs dans l'équation de l'ellipsoïde, on 
trouve, en ayant égard à la relation (8), 

Donc : 

5** La vitesse angulaire est proportionnelle au rayon vecteur 
de l'ellipsoïde autour duquel a lieu la rotation instantanée. 
La distance A du point au plan tangent est donnée par 

A = R C0S8 = -= C0S6 = —f 

et est. constante; de sorte que le plan tangent est fixe, et, 
comme la vitesse du point de contact est nulle, on a ce dernier 
théorème : 

6® Le mouvement du corps peut être déterminé par le rou- 
lement de V ellipsoïde central sur un plan fixe parallèle au plan 
invariable. 

109. Examen de quelques cas particuliers. 
1° L'axe instantané de rotation s^écarte très-peu de l'un 
des trois axes principaux pendant toute la durée du moui^e^ 



352 DBUXiftHB PARTIE. — CBAPITME YII. 

ment. — Stabilité des axes principaux. — Supposons que Taxe 
principal dont il s'agit soit Oz; les composantes n ei p étant 
très-petites d'après l'hypothèse admise, nous en négligerons le 
produit, et les équations (i) sans second membre nous donne- 
ront 

X^^(C-h)pq = o, 
(i5) /B^'-f-(A-C)//(7 = o, 

C ~ = o , d'où q = const. 
Les deux premières de ces équations ont pour intégrales 

l n= P8in(ar-+-s), 
^' ' i ;7-=:/Pcos(a/-f-c), 

en posant 



, , /(A-C)(B-C) . / A-C A 

('7) « = ^y — ÂB — ' ' = Vë"=^B' 

P et e étant deux constantes arbitraires. Si la valeur de a est 
réelle ou si C est le plus petit ou le plus grand des moments 
d'inertie, peiq resteront toujours très-petits; dans le cas con- 
traire, les formules (i6) seront remplacées parles suivantes : 

,î = Per*'-f-PV-«', 
;? = /(Pe»'4-P'e-»'), 



en posant 



.=rjyj 



(A-C){C-B^ 
ÂB ' 






— c A 
B 



et désignant par P et P' deux constantes arbitraires; et l'on 
voit que n et p ne pourront rester très-petits qu'autant que les 
conditions initiales seront telles que P = o; de sorte que, en 
dehors de ce cas particulier, l'hypothèse du point de départ 
ne sera plus admissible. Donc : 

Le mouvement de rotation n'est généralement stable qu'au- 
tour des axes principaux du plus grand et du plus petit ma- 
ment d'inertie. 
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La stabilité de ces deux axes se reconnaît immédiatement, 
d'ailleurs, à l'inspection de la troisième des équations (i4); car, 
si Taxe instantané s'écarte peu de l'axe principal 0^ à l'origine 
du mouvement, ou que les rotations n et p soient très-petites 
à cette époque, la constante A*'— CA sera aussi très-petite; 
d'où l'on conclut que n ei p devront rester très-petits si 
A — C, B — C sont de même signe, et l'on aura 

, ^ P~Ch . P-Ch 

'^ < YTl TM' P < 



A(A-C)' '^ ^ B(B- C) 

Mais si A — C, B — C sont de signes contraires et que Ar' — C/i 
soit très-petit, l'équation précitée pourra être satisfaite, sans 
que n et /^ soient assujettis à rester très-petits. Dans le cas de 
l'égalité de deux moments d'inertie, la stabilité de la rotation 
n'a lieu généralement qu'autour de l'axe correspondant au 
troisième. 

Conformément à ce que nous venons de voir, revenons aux 
équations (i6) et proposons-nous de déterminer P et e au 
moyen des valeurs initiales /i©, po de A et p. Nous avons 



d'où 



7?^ ~ P sin e , Po= iP COS e , 

P = ±1 

sin e = ± 



cose — 



\j'< -" 


Pi 


", 


* 


\l"' -^ 


p\ 
i' 


>h 


• 



v' 



'•;*§ 



Si l'on prend le signe -f-, on aura pour n et p les mêmes 
valeurs qu'en prenant le signe — , car la valeur de e dans le 
second cas est égale à celle du premier, augmentée de i8o de- 
grés; de sorte que l'on peut prendre indifféremment l'un ou 
l'autre signe. 

L'hypothèse de 6 très-petit et de /i% /?% négligeables de- 
vant q^, revient à supposer cos6 = i, C'^' = /rS C^'=A; de 
sorte que la seconde des équations (12) est seule à considérer 

23 
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et donne 

I ^^ /B B — C , , , 

L'équation (i 3), qui donnerait -t| = -> n'est pas applicable, 

et» pour déterminer 9, il faut alors avoir recours à* la troi- 
sième des équations (2), en y faisant cos0 = i ; ce qui donne 

r/çp = qdt -h d-^, 

d'où 

ç) = ^r -+- ^ 4- const. 

2" A = B. — Ce cas est notamment celui d'un solide homo- 
gène de révolution autour de l'axe Oz. 
Les équations (i) se réduisent aux suivantes : 

q = const., 

qui sont les mêmes que celles du problème précédent, en y 
supposant A == B; on a donc 

(A-C) 

^ = q -^ , / = 1, 

w = P sin(a^ -+- s), 
p = Pcos(a^H- e), 
A^- C'^^= A^P^ h^{:q^= AP^ 



puis 



CosÔ = -^, ^ = ^|,^_a/, 



vpo étant la valeur initiale de ^. 
Enfin, la formule (i3) se réduit à 



d'où 



di A' 






9« étant la valeur initiale de cp. 
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L'angle 6 étant constant et 9 croissant proportionnellement 
au temps, on a ce ihéorème : 

L'axe principal z décrit , d'un mouvement uniforme, un 
cône de révolution autour de l'axe du plan invariable, 

3** A*=B/i. — Nous avons démontré plus haut que cette 
condition ne peut être remplie que si B est le moyen moment 
d'inertie. Continuons à supposer A > B >► C. 

Les équations (6) et (8) donnent, dans l'hypothèse actuelle, 
en éliminant h au moyen de la relation ci-dessus, 



j^^-v/. 



AB(A-C) 
(18) 



(B-t:) (/.,_B«^»), 



A l'inspection de ces valeurs, on voit que l'on devra avoir 
constamment 

A»_BV>o, ou /^'<~ 

Si p^ atteint cette limite, /i et 9, qui sont alors nuls, con- 
tinueront à l'être indéfiniment, puisque 0/ est un axe per- 
manent de rotation; d'où il suit que n et g* conserveront tou- 
jours les mêmes signes et, par conséquent, ceux de leurs 
valeurs initiales /lo et Ço- 

La seconde des équations (i) et les équations/ 18) donnent 



/ \ j, ^^^P _i_ Dï / A^ dp 

('9^ ^^ = - (A-C)y/» = ^" V (A-B)(B-C) Âr::BV' 

les signes -+- et — se rapportant respectivement aux cas où /i« 
et Çt sont de signe contraire ou de même signe, et dans les- 
quels, par conséquent, dp sera positif ou négatif. 
Considérons en particulier le premier cas : posons 



2^' /; 



A-B)(B-C| 

Âc ' 

23. 
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et appelons P une constante arbitraire; Téquation (19] donne 



-log 

a 



I 



B 



I — 



B P 



d'où 



/ P^»'— I 



P -- û 



b P6f«' 



Pour / -— 00 , on a/? = ^', d*oii /i = o, ^ = o. La direction 

de l'axe instantané tend donc de plus en plus vers celle de Taxe 
du moment d'inertie moyen, dont elle finira par rester très- 
voisine au bout d'un temps suffisamment long. On arrive au 
même résultat en prenant le signe — dans l'équation (19). 

110. Du mouvement d'un solide pesant de révolution au^ 
tour d'un point fixe situé sur son axe, — Soient [fig» 58} 

Fig. 58. 




Ox l'axe du corps; 

le point fixe; 

M la masse du corps ; 

G son centre de gravité ; 

/ la longueur OG; 

OV la verticale du point 0; 

B l'angle formé par OG avec OV; 

OS la perpendiculaire en à OG dans le planVO^r; 

O/î la perpendiculaire en au plan ÇOG^; 
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n, r, s les composantes suivant OG, Oyî, OÇ de la rotation in- 
stantanée; 

\, B les moments d'inertie du corps par rapport aux axes 
principaux OG, OÇ ou On ; 

do9 To, 5o les valeurs initiales d, r, 5. , 

D'après ce que nous avons vu plus haut (10<^), la rotation n 
sera constante pendant toute la durée du mouvement, puis- 
que le moment des forces par rapport à OG est nul. 

La simplicité de la solution de ce problème résulte de ce 
que les formules qui peuvent s'y appliquer permettent de 
substituer aux axes mobiles avec le corps et perpendiculaires 
à Ox les droites Oy}, OÇ. 

Le principe des forces vives donne 

(i) Blr'-f-^'-r; — j5) = 2M/5'/(cosÔo-cos0). 

Le moment des quantités de mouvement estimé suivant la 
verticale étant constant, on a 

(2) AweosO -\- BjsinÔ = A/îcosÔjH- B^^sinO^. 

Des formules (i) et (2) on déduit, pour les composantes 
inconnues r, s de la rotation en fonction de 9, 

,_. A/?fco»i^„ — cosO) -h B.v„ sin9„ 

<^^ *= BiliTô ' 

(4 ) r = ± y ^ — 



et, comme on a 




(5) 





la détermination de t en fonction de 6 se ramène à une qua- 
drature. 
Le déplacement de Ox est dû aux rotations r et s, dont la 

dernière est la résultante de -7— r autour de OV, et — 5cot6 

sinO 

suivant Ox, qui laisse cette droite en repos. La rotation rne 

Produisant qu'un déplacement de l'axe 0^ dans le plan verti- 
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cal \0x, le déplacement dans le sens horizontal du même axe, 
par suite celui de sa projection horizontale et du plan YO^, 
est dû à la vitesse angulaire 



(6) 



gin 9 



Nous allons maintenant discuter les formules (3) et (4)9 en 
▼ue de nous faire une image de la nature du mouvement. 

I® r. n'est pas nul, et admettons, pour fixer les idées, qu'il 
soîl positif. D'après la formule (5), 6 croîtra à partir de 9o, et 
Ton devra, dans la précédente, prendre le radical positive- 
ment; cet angle atteindra une certaine valeur 9i moindre que 
i8o degrés, pour laquelle r s*annulera ; à Tinstant suivant, 
r aura changé de signe ou sera devenu négatif, et 9, allant 
alors en décroissant, repassera par la valeur 9«, diminuera 
encore jusqu'à une certaine valeur 0a, pour laquelle rsera 
nul^ cette rotation changera ensuite de signe, croîtra jus- 
qu'à di, et ainsi de suite. L'axe OG oscillera ainsi dans le 
plan mobile GOV de part et d'autre de sa position initiale, 
et les écarts 9i et 0j s'obtiendront en choisissant convenable- 
ment les racines de l'équation en cosd, obtenue en égalant 
à zéro la quantité sous le radical de la formule (4)- 

Soit Q = 2Mg-/(i-f- cosô.) 4- B(rJ-f-5j) le maximum, par 
rapport à 0, de l'ensemble des deux premiers termes du numé- 
rateur sous le radical, qui sont indépendants de n; 9i et di 
devront nécessairement satisfaire à la condition 

[A/2 (cosQq— cos9) -f- B^pSinQJ' ^ 
Bsin'9 ^^' 

et a fortiori à la suivante : 

[A/i(cos0o-cosÔ) 4- B^,sinÔoP< BQ. 

Il suit de là que plus la rotation n autour de Taxe de révo- 
lution sera grande pour des mêmes val^rs de r« et So, plus 
les écarts de cet axe, de part et d'autre de sa position initiale, 
dans le plan vertical, seront petits. 

2® ro = o. En posant 

P=aMg^B/8in*ô— AW(cosô^— cosô)-hB'(co8Ôh-O0sôJ.ç;— lABir-f^simô^^ 
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réqualion (4) prend la forme 



'■'"'^ffHnÔ^^^^^^*""^^^^^- 



Pour 9 = 00» P a pour valeur 

En admeltant que celte quantité soit positive aux premiers 
instants, à partir de la position initiale de OG, 9 devra croître 
pour que r reste réel ; 9 croissant, r sera positif et deviendra 
nul pour une certaine valeur di de 9 donnée par P := o, puis 
changera de signe; 9 décroîtra de 6, jusqu'à 9o> et ainsi de 
suite. 

Si Po = o, ou 

(7) Ugisin^B^-^ Bsl cosOj — A/i^^ sin9a = o, 

on peut écrire 

F = lUgBlicos'Q^ — cos'e) — AVi'(cosO^ — cosG) — B'(cosôo — cos^o) ^5, 

et Ton a 

r= ± "^^ -^ . "r^ v^2Mg'B/(cos9-+- cosôj — A^/i^- B'si . 
Bsinô y o \ 0/ 

Si 9 variait, la quantité sous le radical serait, aux premiers in- 
stants, très-peu difiérente de 

qui est négatif; car, en remplaçant M par sa valeur tirée de (7) 
dans l'inégalité 

on trouve 

( Aaî sin 0, — iBs, sinB.Y + B'jJ sin'Ô^ > o. 

Ainsi donc, lorsque la relation (7) est satisfaite, 9 ne peut 
pas varier, ou l'inclinaison de l'axe du corps sur la verticale 

reste constante, par suite 5 et la rotation -T-7: du plan ÇOV au- 

^ sm0 *^ 

tour de OV. 
3° To = o, 5, = o ou le mouvement initial se réduit à une 
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rotation du solide autour de son axe. On a^ dans ce cas» 

I 



(8) r = ±: —-gy' (C08Ô, — C08Ô) [aMg'B/sin'ô — A"/î*(cosô, - cosô)]. 

L'angle croîtra de do jusqu'à une certaine valeur d, de 6 
donnée par 

—^ (i - cos'ô, ) - (cosôo - cosO, ) = , 

et reviendra ensuite 69, et ainsi de suite. 

QLtUffBl 

Si la rotation n est assez grande pour que — f-^- soit très- 
petit par rapport à l'unité^ cosd. diffère peu de cos 6^, c'est-^- 
dire que l'axe du corps s'écarte fort peu dans le plan ^OV de 
sa position initiale. Posant donc = 9« + e, e étant du même 

ordre de grandeur que ,f^ ? dont nous négligerons le carré, 

il vient 

cosôo — COS0 = 6 sinôj 

et, par suite, 

r = ±: g \/fi(2Mg^/bsinÔo — A'/i'e). 

L'écart maximum étant 
l'équation précédente peut se mettre sous la forme 

de . A/2 



et l'on a pour le temps écoulé; correspondant à l'écart e, 

B /»- ds B / 26\ 
/ = -r— / z=:r = -— arceos ( i ) ; 

d'où, enfin. 



e = «, »in' -^ 
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La durée d'une oscillation de l*axe est, par suite, égale à tt-t^ — 
L'équation (3) donne, dans le cas actuel, 

_ A/?(cos9,, — cosQ) _ knz 
^ ~ Bsinô " "^'y, 

La rotation co' du plan \0x, autour de la verticale, a, par 
suite, pour valeur 

s km 



w = 



sin 9 B sin 9^ ' 



elle est nulle pour e = o, maximum pour e = fi , et sa valeur 
moyenne est 



Bsine^ g, ^o kn 



Elle est positive, ou négative, ou directe, ou rétrograde^ rela- 
tivement à la rotation /i, selon que / est positif ou négatif, ou 
que le centre de gravité du corps se trouve au-dessus ou au- 
dessous du point fixe. 

La durée d'une révolution complète de Taxe OG, autour de 
la verticale, a pour valeur 

27r kn 

U lAgl 

Les divers résultats auxquels nous venons d'arriver se véri- 
fient expérimentalement au moyen de la toupie gyroscopique 
et de la balance gyrosco pique. Chacun de ces appareils se com- 
pose d'un tore, maintenu dans une chappe d'une masse rela- 
tivement assez faible pour que son inertie n'intervienne pas 
d'une manière sensible. La chappe fait corps avec une tige 
formant le prolongement de l'axe du tore. 

Dans la toupie, cette tige est terminée par un crochet qui 
se loge, après la mise en mouvement du tore, dans un godet ou 
crapaudine. L'instrument étant abandonné à lui-même, l'axe 
paratt décrire aux yeux de l'observateur un cône circulaire droit, 
d'une ouverture constante autour de la verticale du point flxe, 
avec une vitesse angulaire de même sens que n (ce qui devait 
être puisque /est positif), d'autant plus faible que cette rotation 
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est plus grande. En réalité, le cône n*esl pas circulaire; mais 
les petites trépidations de Taxe dans le plan xO\ sont insen- 
sibles et ne frappent pas l'œil de Tobservateur. La rotation de 
ce plan variant périodiquement, mais dans des périodes très- 
courtes, rœil ne perçoit que sa valeur moyenne, qui, toutes 
choses égales d'ailleurs, varie en raison inverse de la rotation 
du tore autour de son axe. La vitesse angulaire Q étant indé- 
pendante de 00, le phénomène doit se produire dans les mêmes 
conditions, lorsque Ton vient pendant le mouvement à écar- 
ter ou à rapprocher OG de la verticale; ce qui est conforme à 
l'observation. 

Dans la balance, la tige, à une petite distance de la chappe, 
est articulée à un cylindre qui s'engage dans une crapaudine 
verticale. On peut faire occuper une position quelconque à un 
poids sur la portion de la tige opposée au tore, de manière à 
faire passer / du positif au négatif, et, par conséquent, à obte^ 
nir le mouvement direct ou rétrograde de Taxe de révolution 
autour de la verticale. 

111. Des efforts qu il faut développer à l'axe du corps pour 
décrire une surface conique. — Lorsque l'on soutient un tore 
tournant d'un mouvement très-rapide autour de son axe, en 
plaçant les mains suivant les prolongements de cet axe, et que 
Ton cherche à déplacer brusquement Tun de ces prolonge- 
ments, tandis que l'autre est maintenu Gxe, on éprouve une ré- 
sistance d'autant plus considérable que ce déplacement est 
lui-même plus rapide. 

Pour déterminer cette résistance, il est clair qu'il suffît de 
calculer la force capable de produire un mouvement conique 
donné autour du point fixe du solide de révolution dans l'hy- 
pothèse de 5o = o, To == o, force qui est égale et contraire à la 
résistance éprouvée par la main supposée appliquée au même 
point. 

Soient F^, F^ les composantes parallèles à Oy), OÇ de h 
force F, agissant en un point de l'axe, distant du point fixe 
d'une longueur a; r ei s sont supposés donnés et n reste con 
stant (lOi). Le principe des forces vives donne 

B (rdr -h sds) = UglrsinBdi -h V^asdt — Y^ardt^ 
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OU 

(«) B ^r J + 5 '^) =^ Ugir sinô -h ¥^as - ¥^ar, 

et celui de la projection des moments des quantités de mou- 
vement appliqué à la verticale 

r/A/îCOsO (lBss\n9 „ . . 
de (U ^ ' 



d ou, en se rappelant que r = ^j 

(is 
F,/z = — A/?r -f- Brs cotO -h B -7- • 
^ (il 

En portant cette valeur dans l'équation (a), on trouve 

(ir 
¥^a = Mg'/sinQ — A/25 -+- Ba' cotô — B ^ • 

« 

Si le tore ne tournait pas autour de son axe, il faudrait sup- 
poser /i = o; de sorte que Texcédant d'eflTort nécessité par 
l'inertie du tore en mouvement a pour moments composants 

Y^a = — Xnr, 

Y^a = — A/?.y, 

d'où 

F r 

Fç - V 



A 



F = -/Jv/z-'-r-A* 



a 



D'où il suit que l'effort est perpendiculaire à l'élément de 
chemin décrit par son point d'application et est égal au pro- 
duit du moment d'inertie par la vitesse angulaire du corps 
autour de son axe^ et par la vitesse angulaire imprimée à cet 
axe, divisé par la distance du point d'application de l'effort 
au point fixe. 

Supposons, par exemple, que le solide de révolution soit un 
anneau en fer dont le cercle générateur ait o%oi de diamètre, 
le lieu des centres de ce cercle ayant lui-même un diamètre 
de o'",i2. Le poids du tore est sensiblement égal à 0^*^237, et 
l'on a, avec une pareille approximation, A =0,000087. 
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Admettons que le tore fasse 3ooo tours par minute, ou que 

Sooo'iTT 
n = — = 3i4,i6, 

et que la vitesse imprimée à l'une des extrémités de Taxe soit 
o°',6o à une distance de o^'^io de Textrémité maintenue fixe, 

fin 

on a, pour la rotation imprimée à Taxe du solide, — — =6; 

par suite, 

F= i''",64. 

112. Dans le cas de l'égalité de deux moments d'inertie, 
rapporter le mouvement du corps à son troisième axe prin- 
cipal et à deux ojces rectangulaires perpendiculaires à sa di- 
rection, et qui ne participent pas au mouvement du corps. — 
Il s'agit de donner de l'extension à la méthode qui nous a 
permis de résoudre si simplement le problème du n"* 110. 

Soient 

0^ Taxe du solide de révolution tournant autour du point ; 

0-n, OZ deux axes rectangulaires perpendiculaires à 0^; 

A, B les moments d'inertie du mobile respectivement par 
rapport à Ox, et Oyî ou OÇ; 

n, r, s les composantes de la rotation du corps suivant Oo:, 
Orî, OÇ; 

n' la rotation du plan y}OÇ autour de 0^; 

^*» 2(ï^yi, 31t; les moments des forces qui agissent sur le corps 
par rapport à Ox, Oyî, OÇ; 

OP la droite qui représente le moment des quantités de mou- 
vement. 

Nous avons vu (106) que le problème de la rotation des 
corps consiste à établir l'identité entre le moment résultant 
des forces et la vitesse du point P. 

La vitesse relative de ce point par rapport aux axes mobiles 

ds 
en projection sur OÇ est B --? et sa vitesse d'eniralnemeni 

U If 

— AnrH-Br/i'; les expériences semblables relatives à l'axe Oy 

sont B -T.) kns — Bs/i'. 
at 



On a donc 
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dt *' 



B'^H-r(B/î'- kn)= OÏL.. 
dt •• 

Telles sonl les relations que nous voulions établir (*). Si 
l'on fait /i'= n, on retombe sur les formules d'Ëuler pour le 
cas considéré d'un solide de révolution. 

Ces formules conduisent facilement à celles que nous avons 
obtenues directement en traitant la question du n'^ 110. 

£n effet, la rotation de Oy^, à laquelle participent les deux 
autres axes, a lieu autour de OV, et se décompose en deux 
autres : Tune autour de 0^ évidemment égale h s, l'autre au- 
tour de Ox, qui a par suite pour expression n' = sQ,oiQ. 

D'autre part 

de sorte que les formules ( A ) deviennent 

n -- const., 

dr 
B^-i-a(A/i — B5cot0)= Mg'/sinô, 

ds 
B y -h r[^s cotO — A//) = o. 

dB 
Si Ton remarque que ''=37' '» dernière de ces équations 

donne 

ds 
B -7T sinô -f- B^ cosO — kn sinô = o, 

par suite 

Ba- sinô -h A/i cosô = const., 

intégrale qui exprime que le moment des quantités de mou- 
vement en projection sur OV est constant. 



(') Voir pour la généralisation de cette méthode la note I placée à la fin du 
Chapitre. 
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§ III. — Mouvement d*un corps solide entièrement libre. 

113. Équations générales. — Il résulte des n*** 57 ei 69 que 
les six équations du mouvement du solide seront fournies par 
le principe du mouvement du centre de gravité et par les for- 
mules d'Ëuler, appliquées au mouvement du corps autour de 
ce centre considéré comme fixe. 

Soient 

X, Y, Z les coordonnées du centre de gravité G du corps^ pa- 
rallèles aux axes fixes OX, OY, OZ ; 

Fx, Fy, Fz les sommes des projections des forces extérieures 
sur ces mêmes axes. 

Conservons d'ailleurs les notations du paragraphe précédent. 
Nous avons pour les équations du mouvement 

l'^ "5?"-^^' IS^-^^' -dF-^^^ 

(2) ^B^ + (A-C)/i7 = 01L,, 

cJ-t-(B-A)/i/. = ail., 

auxquelles il faut joindre les relations connues (43, I^ Partie] 

« = — cosip — ^sinOsinip, 

(3) \P^di ^^^^ ^'^siIlôcos^^, 

dv fh - 

q = — -j^H COSÔ. 

^ dt dt 

A Tune de ces équations on pourra, dans certains cas, sub 
stituer avec avantage la formule suivante, qui résulte de cett 
de forces vives et du théorème de Kœnig (41) 

(4) ^ = 5, 
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V désignant la vitesse du centre de gravité du corps, et G le 
travail total des forces qui sollicitent ce corps évalué dans 
son mouvement général et augmenté d'une constante. 

Les formules (2) sont également applicables au mouvement 
d*un corps solide autour de Tun quelconque de ses points, 
pourvu que Ton comprenne dans les forces qui sollicitent 
chaque point matériel la force d'inertie due à l'accélération 
du point supposé fixe où toute la masse du corps se trouve* 
rail concentrée (57). 

Lorsque les causes déterminantes de chacun de ces mouve- 
ments sont indépendantes des éléments de l'autre, les équa- 
tions (i) et (2) coQstituent deux groupes distincts, que l'on 
aura à intégrer séparément. C'est ce qui a lieu notamment 
pour la Terre et la Lune dans leurs mouvements respectifs de 
translation autour du Soleil et de la Terre, et autour de leurs 
centres de gravité, questions trop spéciales, malgré l'intérêt 
qu'elles présentent, pour faire partie d'un Ouvrage de Méca- 
nique générale, et pour lesquelles je renverrai à mon Traité 
de Mécanique céleste. 

114.. Du mouvement des projectiles oblongs dans Vair. — 
Le mouvement d'un projectile oblongdans un milieu résistant 
nous offre un exemple du mouvement d'un corps libre dans 
lequel les causes des mouvements de translation et de rota- 
tion ne sont pas respectivement indépendantes de ces mouve- 
ments. 

Nous ne considérerons que le cas où la surface (') du pro- 
jectile est de révolution autour de Tun des axes principaux 
d'inertie du centre de gravité, et où il y a égalité entre les 
moments d'inertie B, C autour des deux autres axes princi- 
paux. 

La pression exercée par l'air sur un élément dt^ de la sur- 
face du projectile en un point m se décompose en deux autres 
respectivement normale et tangentielle. La composante tan- 
gentielle ou le frottement exercé par l'air est de sens con- 



(*) La surface se compose d'un cylindre se raccordant à l'avant suivant le 
périmètre de Tune des bases avec une surface de révolution tronquée au sommet. 
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traire à la composante tangefitielle de la vitesse du point m. 
On n'a sur cette résistance que des notions assez vagues; mais 
on sait qu'elle est assez faible pour que, en général, il soit 
permis d'en faire abstraction, et c'est ce que nous ferons dans 
ce qui suit. 

Si la direction de la composante normale w de la vitesse de m 
ne pénètre pas dans le mobile, on admet, faute d'une théorie 
satisfaisante de la résistance des milieux, que la pression nor- 
male est de la forme kd(ùf{w)y k étant un coefficient propor- 
tionnel à la densité du miliçu, exf[w) une certaine fonction 
dont la forme ne peut se déterminer que par l'expérience. Aux 
points où la direction de w pénètre dans le corps, il se pro- 
duit des tourbillonnements, et, par suite, comme nous le ver- 
rons dans un autre Chapitre, une réduction dans la pression 
atmosphérique; mais comme, dans l'état actuel de la science, 
il ne paraît pas possible d'évaluer cette réduction, on suppose 
que la pression est nulle sur d(ù. Le lieu des points de la sur- 
face du corps pour lesquels on aura, à chaque instant, (v = o, 
divisera donc celle surface en deux zones pour les éléments 
desquelles la pression ou résistance normale sera de la 
forme kdo)f{w) ou sera nulle. La détermination en grandeur 
et en direction de la résultante et de Taxe du moment des ré- 
sistances élémentaires se ramène ainsi à une question de Cal- 
cul intégral. 

Sous l'action de ces résistances, l'axe instantané de rota- 
tion du projectile cesse, dès la sortie de l'arme, de coïncider 
avec l'axe de révolution, qui fait ainsi un angle variable avec 
le plan de tir ('). De cette obliquité résulte une composante 
de ces mêmes résistances normale au plan ci-dessus, qui fait 
sortir de ce plan le centre de gravité du projectile, d'où résulte 
un déplacement latéral qui a reçu le nom de dérivation. 

La rotation du projectile est de la gauche vers la droite, pour 
le pointeur, dans l'artillerie de terre; dans les pièces de la ma- 
rine, la rotation a lieu en sens inverse, et nous nous place- 
rons dans celle hypothèse pour ne pas modifier notre con- 



( ' ) Plan vertical passant par l'axe de l'arme. 
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vention sur le sens positif des rotations, dont il suffira de 
changer les signes pour passer des formules obtenues à celles 
qui sont relatives au premier cas. 

La rotation autour de Taxe de révolution n'influe pas sur la 
résistance de l'air, puisqu'elle ne donne lieu qu'à des vitesses 
tangentielles des points de la surface. 

La composante de la vitesse du centre de gravité perpendi- 
culaire au plan de tir, qui produit la dérivation, étant relati- 
vement très-petite, on peut la négliger dans l'expression 
de/((v), en ne considérant ainsi que la composante de la ré- 
sistance de l'air parallèle au plan de tir, qui est très-sensi- 
blement égale à cette résistance ('). On peut également faire 
abstraction de la rotation perpendiculaire à l'axe de révolution 
qui ne donne, à la surface du projectile, que des vitesses du 
même ordre de grandeur que la vitesse de dérivation. 

On voit ainsi que, pour déterminer le mouvement de rota- 
tion d'un projectile autour de son centre de gravité, on peut 
supposer qu'il est animé d'un mouvement de translation pa- 
rallèle au plan de tir dans lequel le centre de gravité sérail 
censé se mouvoir, et d'une rotation autour de son axe de ré- 
volution; mais, en raison de la symétrie, la résistance de l'air 
se réduit à une force située dans le plan passant par l'axe et 



(*) Exemple. — Pièce de 1 3 de campagne : 

Diamètre de l'àme o™, 1 3 1 

Diamètre du projectile o*", 1 18 

Longueur de la partie rayée i'",705 

Pas des rayures. 3"* 

Poids du projectile 1 a^S 

Pour une charge de poudre de 1 kUogramme et un angle de tir de 1 1 degrér 
(inclinaison de la vitesse initiale du projectile sur l'horizon), on a une vitesse 
initiale de 807 mètres, une portée de sSoo mètres, un angle de chute de i5<*ai',. 
une vitesse de chute de 198 mètres, une dérivation de 87 mètres; la durée du 
trajet est de 10 secondes. 

On déduit de là que la vitesse angulaire du projectile est de 643 mètres, la. 
vitesse à la surface de la partie cylindrique 38 mètres ; que la vitesse moyenne 
de la dérivation est de 3™, 70; enfin, que le plan de tir fait un angle infé- 
rieur à I degré avec le plan vertical déterminé par la chute et le centre de la 
bouche de la pièce. (Extrait de Y Aide-Mémoire de Campagne,) 

>4 
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la vitesse du centre de gravité ; d'où il suit que la rotation au- 
tour de Taxe de révolution reste constante. 

Nous considérerons la vitesse de translation et son incli- 
naison sur l'horizon comme approximativement connues en 
fonction du temps ( ' ). 

Soient (/gr. Sg) 

la position du centre de gravité du projectile au bout du 

temps t; 
Ox celle de son axe de révolution; 

V=:ÔV la vitesse de translation qu'il posséderait au bout du 
temps t, s'il affectait la forme d'une sphère de même surface 
sans recevoir de rotation initiale. La trajectoire du centre 

Fig* 59. 




de gravité de ce projectile fictif serait comprise dans le plan 
vertical du tir. La vitesse qui, composée avec V, donnerait la 
vitesse réelle, étant relativement petite, de même que celles 
qui sont dues à la rotation autour du point 0, on peut, sans 
grande erreur, considérer la résistance de l'air comme étant 
uniquement due à Y; 

OÇ la perpendiculaire en à Ojc dans le plan VOo:. 

Oy] la perpendiculaire au même point à ce plan; 

n' la rotation du plan xOV autour de Ox; 

cp l'angle formé par Ox avec OV. 



( * ) Foir la note II à la fin du Chapitre. 
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Soient encore 

A, Blés moments d'inertie du corps par rapport à Ox, Oyj 

ou OÇ; 
Uy r, 5 les composantes de la rotation instantanée suivant 0^, 

Oyî, OÇ. 

La résistance de l'air se réduit à une force comprise dans le 
plan :cOV, et dont le moment 3ïL^ ou 3TL/ est (*) une fonction 
de V et 9. D'après le n" 112, les équations du mouvement 
sont 

. dn 
dt ' 

(1) { B~-f-^(A/î-B/î') = 01L, 



dt 

ds 
di 



B^-i-r{B/2'-A/2)-o. 



Soient maintenant 



5 l'inclinaison de V sur l'horizon; 
OV ce que devient OV au bout du temps /; 
Om la perpendiculaire au plan vertical de tir VOV; 
y l'angle aigu formé par ce plan avec le plan ^OV; 
0(v l'intersection des plans VorOÇ, nOu nécessairement per- 
pendiculaire à OV et à Oyj. 

On a évidemment, en remarquant que e est une fonction 
décroissante du temps, 

d^ y^ y^ y^^ 

\0\'= — jdt, >30m = 7, mO(V = 9o°-7, I0w = ^, 

On peut considérer un-plan géométrique mobile comme un 

système invariable en faisant abstraction de toute rotation qui 

lui est normale; de sorte que le plan VOj; se meut en vertu 

des rotations 

n' autour de Ox^ 

s » OÇ. 



( * ) Voirj pour la détermination de ce moment dans quelques cas particuliers, 
la note II, déjà citée, placée à la fin de ce Chapitre. 

24. 
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Mais on peut aussi le considérer comme se mouvant en 

vertu des rotations : 

rfy 
1° --j- autour de OV qui a pour composantes 

~cos«ï> autour de 0^, 
2° — ^ autour de Oi^ ayant pour composantes 

dï, . - 

— ^cos7 autour de 0>î, 

de . 
dt 

Cette dernière peut être remplacée par les suivantes : 

— -p siny cos (j> autour de Ç, 
de . , -. 

Il suit de là que l'on a 

.d'i dî . . 

« =5^cos<î>-i-^sm7Sin(p, 
^ = ^sin<p -^sm7C0S^ 

La droite Oj? se déplace en vertu de la rotation relative 
— T- autour de Oyj dans le plan :cOV, dont tous les points 

possèdent en même temps la rotation — -r cos y trouvée plus 
haut autour du même axe; on a donc 

... d9 dz 

(3) /• — r — T COS7, 

^ ' dt dt '' 

et, en ayant égard à cette relation et aux deux précédentes, les 
équations ( i ) se réduisent, en définitive, à deux équations 
entre les inconnues 9 et y et la variable t. 
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rfy 
Comme n est irès-grand, que --^ est de Tordre du moment 

de 
de la résistance de l'air et est petit, que ^ varie lentement, 

on peut négliger n' devant n et réduire les équations (i) aux 
suivantes : 

(4) { ^^ 

B-;^ knr = o. 

dt 

En faisant d'abord abstraction de 3\Uy ces équations ont pour 

intégrales 

A A 

/• = P cos ^nc -h P'sin ^ ne, 

D D 

A A 

s= p sin ^ /?^ — P'cos ^ /?/, 

D D 

P, P' étant deux constantes arbitraires; en les considérant 
maintenant comme des variables et substituant, on trouve 

r/P A dV . A Oït 
d? . A d?' 



d'où 



P = P, -H g ToTL cos g ntdt, 
P'=P;-+-g ÇD\Usm^ntdt, 

P» et P*, étant deux constantes arbitraires; on a donc 

r= ( Pi -♦- 5 / 31X^ cos g /ir r/^ j cosg nt 
-+-(p',H-g I DÏLsinr^ntdAsin^nt, 

s= (p, -^-5 I !ÏÏU COS :^nt de jsin.^ nt 
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Si r et f sont nuls pour / = o, comme cela a lieu dans la réalité, 
on a tout simplement 

1 / A /*' A A /*' A \ 

r= = ( cos-k/î/ / DÏL cos-^nt dt -i- sin ^ nt I ^ sinr= ni di h 

i/Ar' A k r^ A\ 

5 = = ( sin-=/i/ / STt cos-si/flîr— cos-5/1/ / tf^L^in-ntdty 

Désignons par 3TL', 31L'',. . . les dérivées de 31L par rapport 
au temps et posons 

nous aurons 

d'où 

C'u\Lco3j t = //(O sin ^ -f- Pf'[t) cos ^ - XV(o), 

r on sin ^ / = - //(/) cos ^ / -h Pf'[t) sin j -h ;^/(o) , 

et enfin 

'•=g[^V'(0-^^/(o)sini~ify'(o)cosi], 

' = B [^' /(O - >5V'(û) sin j-kf{o) cos ^]. 

Si l'on ne considère le mouvement que dans son ensemble, 
on peut faire abstraction des termes périodiques, dont Tin- 
Huence d'ailleurs sera d'autant plus petite que n sera plus 
grand, puisque les durées des oscillations correspondantes se- 
ront d'autant plus petites, et alors il vient tout simplement 

An 

Si n est assez grand pour que ■— 1 ^^^^ négligeable devant l'u- 
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niié, on a 



r=o, 



(6) { 01L 

Â/i 

L'équation (3) devient alors 

(7) dff = ~<7«cos7; 

à la seconde des équations (2) on peut substituer la suivante : 

, « , r/sin 7 sin (p 0TL 

(8) ^ — I = JCOS7 = ^ COS7, 

résultant de rélimination de e au moyen de la relation (7). 

Les équations (7) et (8) ne permettront de calculer 9 etj^ 
pour une valeur déterminée de t que par approximation, en 
suivant la marche suivante. En premier lieu, nous remarque- 
rons que Ton a 9 = o, y = o pour ^ = o, en mesurant le temps 
' à partir du moment de la sortie du projectile de l'arme. 

Supposons maintenant que, pour une certaine valeur /| deti, 
on connaisse celles 91 et yt de 9 et y. Comme ces deux angles 
varient lentement, on pourra, pour toutes les valeurs de t com- 
prises entre tt et une certaine limite /a^/i choisie convenable- 
ment, sauf vérification ultérieure, remplacer les formules (7) 
et (8) par les suivantes : 

Idf= — ^jc0S7p 
r/ sin 7 sin «p 011/ 

d'où, en distinguant par l'indice 2 les quantités qui se rap- 
portent à l'époque U, 

/ ?i=?.~(«j-«i)cos7„ 

(10) I • • • • COS7, f «cw Js 

' j sin7,sin(p,= sin7,sm«ï>,-H-j-^' / uyidi. 

D'après la valeur obtenue pourys, on jugeras! l'excès /j— /i 
n'a pas été pris trop fort. 

On pourra ainsi former une table renfermant les valeurs de 
y et 9 pour des valeurs de / croissantes en progression arith- 
métique à partir de / = o jusqu'à la durée du trajet. 
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Soit F la composante de la résistance de Tair perpendicu- 
laire à la vitesse Y, et qui est une fonction de cette vitesse 
et de 9; sa composante normale au plan de tir sera Fsiny et, 
en appelant M la masse du projectile et A la direction, on 
aura 

(11) M^ = F8in7, 

ei, pardes méthodes d'approximation connues, on calculera A 
de proche en proche pour des valeurs de / croissant en progres- 
sion arithmétique de zéro à la durée du trajet. 

§ IV. — Du mouvement d'un corps solide assujetti à rester 
constamment en contact avec un plan fixe. 

115. Ce problème dans toute sa généralité offre peu d'inté- 
rêt, car en dehors de quelques cas spéciaux que Ton peut ^ 
traiter, on est arrêté immédiatement par des difGcultés de 
calcul qui paraissent insurmontables. Nous croyons devoir 
toutefois indiquer les équations générales du problème. 

Soient 

OX, OY deux axes rectangulaires, tracés dans le plan fixe; 

OZ la normale à ce plan; 

X,, Yi, Z, les coordonnées du centre de gravité G du corps 

par rapport à ces axes; 
Fx, Fy, Fz les composantes suivant les mêmes axes des forces 

extérieures transportées parallèlement à elles-mêmes en 0; 
Xy r, z les coordonnées du point de contact A parallèles aux 

axes principaux Go:, Gj, Gz du centre de gravité; 
N la réaction du plan ; 
a, p, y les angles que forme N ou OZ avec Gxy Gj, Gz; 

(0 /"(•a-', J, z) = o 

réquation de la surface du corps. 
On a 

/ . \ df ^ \ df i df 
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en posant 



= s/m^m- o" 



Le corps peut être considéré comme libre en le supposant 
sollicité en outre des forces extérieures par la réaction N. Si 
donc nous conservons les notations du n" 113, nous aurons 



(3) 



M ' — F 



(4) Mîgi=F,-^N. 

A Y + (C — B)/?7= 3^l^,-f- N(jrcos7— zcosp), 

dn 

(5) ^ B ^ -f- (A~C)/7y = OTly-h N(zcosa — .rcos7), 

C ^ H- (B - k)np = 0TL,-f- N(xcosp —/cosa). 

En éliminant N entre les équations (4) et (5), on trouve 

Ag-f-(C-B)/;7=0ÎL,^(MÎ^-F^)(/cos7-2CO8P), 

(6) j B J+(A-C)/zy = (%-^ ^M^-F^)(3COSa-jrcos7), 
C ^ -+. (B - A)/î/? = 01t. -+- (m ^ ~ Fjj") (orcosp - jcosa). 

Si Ton projette la longueur GÀ sur OZ on a 

(7) Z,= j:COSa -f-/COSp -+- SCO87. 

Enfin, en se reportant aux formules (2) du n° 43 de la pre- 
mière Partie, on voit facilement que les angles formés par OZ 
avec Qxf Gfi Gz sont donnés en fonction de f, ^, 6 par 

(8) cosa = — sinôsin^^, 008^ = siIlôco8^^, COS7 = cosô, 
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d'où, 

(9) ^~ - ^'^S^sinTp, ^= tang0cos^^. 

dz dz 

Nous connaissons d'ailleurs les expressions de n, p, q en 
fonction de 9, ^ eiô ('). , 

Nous avons donc en résumé neuf équations suffisantes (i), 
(3), (6), (7) et (9) pour déterminer les inconnues X„ Y„ Z», 
^f Ty ^» ?> +> 6 en fonction du temps. 

Dans certaines circonstances, il pourra être avantageux de 
remplacer l'une de ces équations par celle des forces vives (*} 
ou par celle des moments par rapport à la perpendiculaire G 1^ 
au plan fixe mené par le centre de gravité, c'est-à-dire par 

-7 (Awcosa -f- B/?cosPh-C7COS7) = OTb,. 

Nous en resterons à ces généralités pour arriver aux deux 
questions suivantes auxquelles s'applique la méthode du 
n» 110. 

116. Mouvement d'un corps pesant de révolution assujetti 
à glisser par un point de son axe sur un plan horizontal, — 
Conservons les notations du numéro précité en supposant que 
les axes coordonnés aient été transportés parallèlement au 
centre de gravité G du solide. 

Soient (/g-. 58, p. 356) 

le point d'appui ; 
/ la longeur OG. 

Comme dans le cas actuel 3îl/,= o, la rotation n restera 
constante pendant toute la durée du mouvement, et il en est 
de même de la composante horizontale de la vitesse du centre 



(') Formules (3) du n» 113. 

(') Formule (4) du même numéro. 



vile étant - 

dt 
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de gravité^ qui disparaît ainsi que n dans l'équation des forces 
vives, la composante verticale de la vitesse du centre de gra- 
rf(/cose) I . û 

dt 
Le principe des forces vives donne 

(i) B(r»-t-*^-rJ-.fJ)-f-M/'(r»sin'Ô-r;sin»Ô,) = aM^/(cos0o--cosô). 

Le moment des quantités de mouvement rotatoires autour 
de G, estimé par rapport à la verticale^ étant constant, on a 
l'équation 

(1) A/2C0SÔ -hB^sinô = A/2COS0o-+- B-v^sinô^. 

Des équations (i) et (2) on déduit 

,_. A/?(cos09 — COS0) -f-B.ÇjSinôj 

'^' '= Biiïïô ' 

^^^'■^^V B + M/'sin'9 -' 

en posant, pour abréger, 

K = M/'rJsin»0,-hB(/-;-+-5-J). 

Ces formules, analogues aux formules (3) et (4) 4^ n® 110, 
conduisent aux mêmes conséquences, et donnent l'explica- 
tion des différentes phases du mouvement de la toupie. 

Le point décrira, par rapport au centre de gravité et en 
projection horizontale, une courbe ondulée, limitée aux cir- 
conférences ayant pour diamètres /sind,, /sinO,, 9, et 9, étant 
les valeurs extrêmes de 6 ; le rayon vecteur de cette courbe 
étant exprimé par p=: /sin6, l'angle <p qu'il forme avec une 
horrzontale passant par le point G et mobile avec lui se dé- 
duira de la relation [n*» 110, formule (6)] 

(h s 




dt. sinô 

L'angle V formé par la tangente à la courbe avec le rayon 
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vecteur sera, par suite, donné par 



tangV = 



s 



ciH ^ rcosÔ 
-:- COSÔ 



On voit ainsi que la courbe sera en général tangente aux 
deux circonférences extrêmes. Cependant, si pour Tune des 
valeurs di, 63, s est nul, la courbe pourra être norniale au 
cercle correspondant. C'est ce qui arrivera notamment pour 
le cercle intérieur, lorsque r« et s^ seront nuls. 

• 

117. Mouvement d'un corps pesant de révolution sur un 
plan horizontal. — Dans la^gf. 60 qui se rapporte à la ques- 
tion actuelle, les mêmes lettres ont la même signification que 




dans celle qui est relative au problème précédent, dont nous 
conservons d'ailleurs les notations. 

Soient, de plus, ^ = — GI, Ç rr= — 01 les coordonnées du 
point de contact parallèles à Gx et 6^, K l'intersection de 
la direction de GV avec le plan horizontal, 



(I) 



/(^, Ç) = o 



l'équation de la courbe méridienne du solide. Pour exprimer 
que la tangente en est horizontale, on a la relation 



(^) 



cote--.- '4^=^. 



dx 



dx 
dk 
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qui, avec la précédente, permettra de déterminer ;r et ^ en 
fonction de d. 

La rotation n et ia vitesse horizontale de G restent con- 
stantes, et disparaissent dans Téquation des forces vives, et 
Ton a, comme plus haut, 

(3) A/zcosO H- Bfsind = A/îj^josô^h- B^^sinO,. 

La vitesse de G est la résultante de celle du point et de 
la vitesse relative de ce point par rapport au centre de gravité 
prise en sens contraire. Comme la vitesse verticale absolue 
de est nulle, celle de G est égale et opposée à la composante 
suivant la même direction de la vitesse relative du point de 
contact, dans l'expression de laquelle n et s n'entrent pas. 

La vitesse verticale relative de a pour expression 

r.OK = /-(— xsinÔ h- ÇcosO), 

et comme on a • 

GK = — (jrcos0-+- Çsinô), 
le principe des forces vives donne 

i B(r'-hA'-r;— f;)-i-M[r'(<;cosÔ-a:sin0)'-rJ(Ç.cosO.-^'.sinÔj'J 
( =2M^[— (a:cosô-f- Çsinô) -i-ar.cosôj-hJ^jSinôJ. 

Des équations (3) et (4) on tire 

_ A n (cos 9^ — co'g 0) -4- B x^ sin 9„ 
^'^ BsinÔ ' 

5) { / Xi r i l y • ù\ 'i . ^ [A/î(cosQ,— cosG) -h- B.c„sin9, y 



.-J 



Bsin'O 



B-hM(xsinÔ-2;cosÔ)-' 
en posant 

Nous supposerons que, dans les formules (5), on a remplacé x 
et Ç par leurs valeurs en fonction de 6, déterminées confor- 
mément à ce que l'on a vu plus haut. 
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Il résulte de la discussion des valeurs de ^ et r que Taxe 6^ 
oscillera en général dans le plan mobile YG^ de part et d'autre 
de sa position initiale, sans passer par la verticale, et Ton dé- 
terminera les deux limites de 6 en cherchant les valeurs de 
cet angle qui annulent la fonction sous le radical, et en choi- 
sissant celles qui, comprenant Tangle do> en diffèrent le moins. 
Pour les mêmes valeurs de dans les demi-oscillations de 
sens contraire, s conservera la même valeur et le même signe; 
r tout en conservant la même valeur changera de signe. 

On reconnaîtra de la même manière que dans le problème 
du n^ 110 que, toutes choses égales d'ailleurs, plus n sera 
grand, plus les écarts de l'axe de révolution seront petits. 

Dans le cas où 

A/îCOSÔjH- Bf^sinôj,= A/i, 

on a 

(5) ^^ = _tang-^, j = ^tang-, 



/ aMg^— xcosô— Çsin0-i-^aCOsOjH-ÇoSinôJ-4-C ^( tang' 

V B-f-MfÇcosÔ-^sinô)^ 



9 6 

^-~tang'5 

(6) r = ±: V «-i^(ÇcosÔ-^sinô)= 



en posant 

C = Br; -4- MrJ [t, cosÔ, - x, sin0J^ 

et il pourra se faire dans ce cas que G^ passe par la verticale. 
Ces considérations théoriques ne «se trouvent justifiées par 
l'expérience qu'autant que les surfaces en contact sont suffi- 
samment polies pour que le frottement soit insensible; car 
autrement le solide, tout en oscillant, se relève rapidement 
jusqu'au moment où il repose sur Tune des extrémités de son 
axe de révolution autour duquel la rotation est stable. 
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NOTE I. 

fiQOATIONS DU MOUVEMENT d'uN CORPS SOLIDE AUTOUR d'uN POINT FIXE 
RAPPORTfi A TROIS AXES MOBILES AUTOUR DE CE POINT. 



Soient 

Ox', Oy, Oz' les axes mobiles; 

n\ p\ q* les projections de \% rotation du corps sur les axes ; 
/i", p"^ q" les projections semblables de la rotation des trois axes ; 
j/, y, z* les coordonnées d'un point quelconque m du corps. 

Le mouvement relatif du corps est dû évidemment à la rotation dont 
les composantes sont /?'— /i*, p'^p\ q'— 9*, et Ton a, pour les compo- 
santes de la vitesse relative du point m, 

Les composantes de la vitesse absolue Y du point m sont 

( v„ = p'z'- qy, 

(2) y,. = q'x'- n'z\ 

\ V., =. n'y-- p'x\ 
Soient 

OP = P, OOTL = OTL les axes des moments des quantités de mouve- 
ment des éléments du corps et des forces extérieures agissant sur ce 
corps par rapport au point ; 

P„, Oît^ leurs projections sur un axe quelconque Ou, 

On a 

I P,, = 2/w(y V,, - z'V^.) = n'im (f^-^z'')^ p'imx'/- q'imx'z', 

(3) jPr,- , 

\K = 

Posant , pour abréger, 
A'= im (/'-+- z% B'= im [x^'-hz'^), C = Im (x" -+-/«), 
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dt 



(4) < 
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A' J^ +/''(7'- ?*) {A'- 1») + ^(p--/»') (C- A') 

H-f—î^ -+-/>'(«'-/!') -in'{p'-p')\ïmx'z 
+ WW-7')-p'(p'-p')'i^'"^y. 



dPr. _ 
dt " * 

rfP- _ 
i dt - 

Or Odit n'est autre chose que la vitesse du point P considéré comme 
mobile, et dont la vitesse relative suivant Ox serait —j^; de sorte que 



3IL -'^ 



+P'K-7'frn 






_ et, en substituant dans ces relations les valeurs (3) et (4), on trouve 






(5) 



fie 



C'p''fj'-B'p'q'-hp'{q'-q'')(k'-B') 

i j--^ n'q'-^ q'n"— /i'/ j Y,mx'y 

i-j^- n'p'-hn'p" - p'n''\ ^m£ z' 

=^r', 



= an.,. 



Soient 



ï 



Ox, Oj, Oz les trois axes principaux d'inertie du corps; 

A, B, C les momenls correspondants ; 

(fy ^^ les angles que forme la trace de xOf sur/'O/' avec Ox', Ox; 

6 l'anffle de Oz avec Oz'. 



»' 

I 
,j 



I 
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On sait que 

cos (-C, J?') = coscp cos^j' H- siny sin^]^ cosô, 
ces (j, x') = cosy sin^|^ — sincpcos^^cosô, 
cos (zy x') = sincp sinô, 
cos(j:, y) = sincp cos>^ — coscpsin\l;cos0, 
cos (7, y) = siny sin\I; -h coscp cos ^ cos 6, 
cos (z, y ) = — cos^ sinO, 
cos(^, z') — — sin^^sin0, 
cos (7, z') — cos^sinô, 

COS(z, z') = COS0. 

On a, de plus, d'après une propriété connue des moments d'inertie, 



(6) 



A' = A cos' ( X, x') H- B cos* (/■, x') 
B' = A cos' (^, /) -+- B cos' (7, y ) 
C = A cos' (x, z') -h Bcos' (j, z') 



Ccos'(z,a/), 
Ccos'(z,y), 
Ccos'(z, 2'), 



et l'on reconnaît sans peine que 



ilmx'y = — Acos (x^ x') cos (x^y') — Bcos (j, x') cos (/■,/') 
— Gcos(z, ^')cos(z,y), 

La variation des angles ô, cp, ^J^ est due à. la rotation relative dont le3 
composantes sont n'— n", p' — p", q' — 7"; en appelant ret * les com- 
posantes de la même rotation, suivant la trace des plans ^Oj, x'Of\ et 
sa perpendiculaire dans le premier de ces plans, on a, en se reportant 
au n° 43 de la première Partie, 



r/9 



.= gsin0, (./-/) = 



/■Al/ dro 

-7- -h ~ COS0 

(It dt 



et 



r =[n' — n") cos «p -h (/?'— /?") sin cp, 
s = — (/z'— rt") sin ^ H- (/?'—/?") cos +; 

ce qui établit les relations qui doivent exister entre les rotations et les 
angles coordonnés. 
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NOTE II. 

FORMULES RELATIVES AU MOUVEMENT DES PROJECTILES OBLONGS 

DANS UN MILIEU RfiSISTANT. 



Hypothèse d*une résistance élémentaire proportionnelle à une puis- 
sance de la vitesse normale, — En nous reportant au n°H4, nous sup- 
poserons que f(w) est de la forme w^^ /x étant une constante , et , comme 
nous l'avons vu, on peut faire abstraction de la rotation des projectiles 
oblongs autour de leur axe dans la détermination de la résistance de l'air. 

Soient [fig. 6i) 

Fig. 6i. 




un point déterminé de l'axe Ox du projectile pris pour origine, et 
dont nous désignerons la vitesse par v. 

Oj, Oz deux autres axes formant avec le précédent un système ortho- 
gonal ; 

/^, q les composantes de la rotation instantanée du projectile suivant Oj-, 
Oz, considérées comme positives ou négatives selon qu'elles ont lieu de 
la gauche vers la droite, ou inversement pour l'observateur ayant les 
pieds en ; 

a>, p, 7 les angles formés avec Ox^ Oj, Oz par la direction de la vitesse v\ 

X, X, z les coordonnées d'un point m de la surface ; 

/;/I = r la distance de ce point kOx; 

9 l'angle mIJ formé par le plan 01 m avec le plan xOy; 

X l'inclinaison de la normale mK sur 0^. 

Nous choisirons la partie positive de Ox de manière que l'on ait cp < 90°. 

On a 

j=rcosO, z = rsinB, 
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Les composantes de la vitesse U du point m, suivant les trois axes, sont 
Ujp= pcosîp -^ pz — qx=^ pcosîp ■+- r(/?sin9 — <7cos0), 

U, = i^cos7 — px, 

La vitesse normale w à la surface du corps a, par suite, pour ex- 
pression 

Iiv = U,cos>-+- (UyCOS0H-U,sin0)sin> 
= V [cosç cos^ H- (cos p cos9 H- C0S7 sin ô) sinX] 
-h (^cosô— -/>sin6)(j:sinX--rcosX). 

Les composantes de la pression exercée sur l'élément superficiel </w 
en m sont 

dX = - kwv- sinXcosQcfc) , 
c?Z = — htK^ %m\ sinô rfw. 

Les moments par rapport à j et Oz de cette pression ont pour ex- 
pressions 

i d2f[Ly= zd^— xdZ — /«'''(jcsinX — rcos^) sinôrfw, 
^ ^ I ^an, = a:<fY— j^X= — /•«'«'(orsinX — rcosXjcosÔrfo). 

On intégrera les équations (B) et (C) par rapport à 9, les limites des 
intégrales étant données, conformément à ce que nous avons dit au n** 114, 
par 

(D) «^ = 0, 
et en prenant 

(E) d<ù = dsrd^^ 

fis étant l'élément d'arc de la courbe méridienne. 

Supposons maintenant que les vitesses dues aux rotations pei q soient 
assez petites par rapport à p pour qu'on puisse les négliger, ce qui re- 
vient à considérer le cas où le corps est animé d'une simple translation , 
et faisons passer le plan xOjr par la direction de la vitesse tf. Nous aurons 
Y = 90°, p = 90° — (p et , en raison de la symétrie , Z = o , DÏLy = o , 
puis 

(i) w= p(cosycos>.-+-sincpsinXcos6). 

Résultats de r expérience. — En discutant les résultats obtenus par la 
commission de tir de Metz (1857), le général Didion est arrivé à repré- 
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senter très-exactement la résistance Q opposée par Pair au mouvc 
des projectiles sphériques par la formule 

(a) Q = o,o277rR'p'(n-o,ooa3f) 

entre les limites 3oo mètres et 65o mètres de la vitesse p, R éta 
rayon du projectile. 
Plus tard , on a reconnu que la formule plus simple 

Q = vttRV" 

pouvait être avantageusement substituée à la précédente, v étant 
constante ; mais on prend maintenant , pour simplifier, 

(b) Q = v7rR»i;\ 

De la comparaison entre les formules (a) et (^j, on déduit 

V = 0,027 ( •■ 0,0023 J) 

et, en supposant successivement v = GSo", p = Soo", on a, pot 
limites entre lesquelles v est compris, 

v = 0,0001026, V=0,000l5l2. 

Nous adopterons la valeur v = 0,00014 correspondant à une vi 
de 346 mètres, qui est à peu près la moyenne des vitesses initiales 
les armes rayées, fusils et canons. Nous poserons, en conséquence, 

(c) Q = 0,0001 4 ^R^t'^. 

Hypothèse rfe /x = 3. — On a 

i w^=z t>^ (cos*<p cos* ^ H- 3 cos' <p sin y cos'^ sin^ cos 9 

( H- 3 cos<p sm*<f cosXsin*^cos'9 -h sin'cpsin'Xcos^Ô)^ 

^^' ( rfY=— /(v'sinXcosQrfw, 

(4) <f3Tl',= —/•«'• (x sin > — rcos>) cosôrfw. 1 

1° Cas d^une sphère. — Supposons que soit le centre de la sp 
R son rayon, et Ox la direction de la vitesse; on a 

<P = o, arL,= o, 
r/w = R^sinXrfXdO, flfX = — X^RV»cos'Xsin>rf)irfÔ, 
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et en intégrant de o à - relativement à X , et de o à 27r pour B, 



En comparant cette formule avec la formule (c), après y avoir rem- 
placé Q par — X, on voit que 

- X' = 0,00014, 
5 

d'où 

/• = o,ooo35, 

et le coefficient de la résistance de Tair se trouve ainsi déterminé numé- 
riquement. 

2° Cas d'un cylindre à base circulaire. — Appelons R le rayon de la 
surface du cylindre; on a 

/•=R, > = 9o°, 

ri^'zi: (^sinycosô, doi = KdBdx^ 

rfX = o, d'où X = o. 

En intégrant par rapport à x, appelant / la longueur du cylindre, et sup- 
posant que le point se trouve à l'une des extrémités de cette longueur, 

on trouve 

dY= —AvHin^(fRlcos*9dB, 

dOn, = - dY. 

* 2 

Comme w = o pour cosô = o, il faut intégrer entre les limites 

ei-i ce qui donne 
2 ^ 

X= o, 
(5j j Y==-?^7rR/p^sin>, 

On,^ Y- = - —X-TTR^f^sin^^ 
* 2 i6 ^ 

Il suit de là que la résistance éprouvée par la surface latérale du 
cjrlindre se réduit à une force unique appliquée au milieu de Vaxe, pro- 
portionnelle au cube de la vitesse normale, parallèle à cette vitesse, mais 
de sens contraire, et enfin proportionnelle à la surface du cylindre. 
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3° Cas iVun tronc de cône, — Plaçons Torigine au centre de la grande 
base, dont nous désignerons par R le rayon, et soient / = 90® — >, A la 
demi-ouverture du cône et la hauteur du tronc de cône. On a 

/•= R — a: tangi, 

et, comme on peut prendre 

dta = rd9 . = (R — a: tangi) r , 

cosi ^ ® ' cos« 

il vient 

dX= — A'(v^iaingi{^ — xiangi)dQdXj 

dY =^ -- ki^ (R — xtangOcosÔÉTOctr, 

r/arL. = — ^«^ [-_ R»tang/ — .r» tang/ (i h- tang'/) 

-i-Rx(n- atang'/jjcosô^ûù:, 

puis, en intégrant de à A par rapport à x et désignant par \ le rayon 
de la petite base, 

rfX=-X-— (R»-RJ)ei9, 
€/Y=-X — (RH-R,)cos9f^, 

La vitesse normale 

(v = (^ (cos <p sin { H- sin <p cos i cos ) 

s^annulera pour les valeurs de données par Téquation 

(6) 0080=:::—- ^^ 

^ ' tang^ 

dont les racines ne seront réelles que si i < 9, et alors, en appelant ô, la 
racine inférieure à 180 degrés, on devra intégrer entre — ô^ et ^^. Si i > y, 
il n'y aura aucun point de la surface pour lequel w sera nul, et Ton devra 
intégrer entre o et arr, ou supposer ô, = tt dans les formules relatives au 
cas précédent que nous avons donc seulement à considérer. 
Nous avons 

«^ = p3 (cos* «p sin' 14-3 cos' ^ sin y sin^ i cos i cos 

-H 3 cos y sin* y sin i cos* 1 cos* ô -+- sin^ <}> cos' / cos^ 6) , 
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puis 
. X— — Xt'^(R' — RJ)j0,co8(p8in/(cos'(psin'/H--8in'ycos'* j 

+ sinO^sin^cos/l Scos^cpsin'i -h -cos9sin«psin/cos/cosO<, 

(7) / Y = — kv^fi (R -+- RJ j - ô.sinep cosm - sin*y cos^/ h- cos'y sin'/ \ 

H- sinôj I cos^^sin'i-+- -co8'<ï>sln<)/sin'/cosicos0o 



cos y sin' <ï> sin / cos' / (cos' ® # -•- ^^ ) 






an,=LY, 

en posant 

,„, , i (R + aB.);i'-a(R'-KB;-HRR.)(R-R.) 

^^^ ^-3 (R + R.)A 

On voit ainsi que Y rencontre Taxe Ox en un point défini par l'ab- 
scisse L, et qui est indépendant de la grandeur et de Torientation de la 
vitesse. Il suit de là que la résistance éprouvée par la surface latérale du 
tronc de cône se réduit à une force unique, qiù coupe l'axe en un point 
indépendant de la grandeur et de la direction de la vitesse. 

Si /> y, d'après ce que Ton a vu plus haut, il faut supposer 0, = tt 
et Ton a 

X = — kv'^Tt( R* — RJ) cosy sin/ ( cos'y sin^/ + - sin'ç cos^/ j > 

Y ~ /vV/TT (R -h R,) sin (p 008/ ( - sin'y cos'/ ■+■ cos*y sin'/ ] • 

Dans le cas contraire, les deux premières équations (7) deviennent, par 
rélimination de cosO au moyen de la relation (6), 

X- — Ap*(R'— RJ)| Ô.cosysin/f cos'ysin'/-*-- sin'ycos'/j 

-Htrsin6,sin<pcos/(iicos'<ï>sin'/-i-4sin'ycosV) l^ 

{7") { 

y= — /V/f(R-f-Rj| -ôjSin<pcos/(isin'<ï>cos'/-hCOs'<ï>sin'/j 

-H ^ sind^cos y sin/ (acos'f sin'/-+- 1 3 sin'cpcos'/) 1 • 
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Si Ton considère un projectile oblong, aux éléments fournis par les équa- 
tions (5) et (7 ), il faudra joindre la résistance opposée à l'une ou l'autre 
des extrémités du projectile selon les cas, c'est-à-dire 

(7*') X = — X-TfRXcos'tp ou X = — ^ttRV cos'^. 

Moment par rapport au centre de gravité de la résistance de Vair sur 

un projectile oblong plein homogène. Résistance totale. — On peut sans 

grande erreur remplacer la partie ogivale par le tronc de cône inscrit. 

Soient [fig. 6a) 

Fig. 62. 




G', G" les centres de gravité du cylindre et du tronc de cône ; 

G celui du solide total ; 

l le centre de la grande base du tronc de cône; 

C le point où la résistance de Tair sur ce tronc rencontre Taxe. 

Conservons les notations précédentes en accentuant respectivement une 
fois et deux fois les Y et OTL, qui se rapportent au cylindre et au tronc 
de cône. 

On a, d'après un théorème connu (47),pourdéterminerlapositiondeG'', 

aRR„ 



(j„I^/'R'^3R; 



puis 



ou 



d'où 



4 R^'-t-RJ-f RR, ' 
GG'ttR»/ r- tt ^(R^-f-R;-hRRJGG", 

(^- - Gl) RV = 5 (R -i- Rî-f- RRJIG"! -h IG), 



î!-^- — (R^-h3R;-h2RR,) 

bl = T î 

RV-h|(R^-+-RJ-f-RRJ 
et la position de G se trouve ainsi déterminée. 
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Le moment cherché sera 

(9) DÏL = Y''(IC"-4-IG)- r U- gA = GI(r-+- Y") - Dïi'^-hDXC,. 

En ce qui concerne le tronc de cône, nous remarquerons que, comme 
l'angle 0,, lorsqu'il est réel, est supérieur à 90 degrés, la valeur de Y" 
donnée par la seconde formule (7") ne doit pas différer beaucoup de la 
valeur plus simple fournie par la seconde formule (7') applicable au cas 
où 9^ est imaginaire ; nous n'introduirons donc, dans tous les cas, que cette 
dernière valeur dans Texpression (9), qui devient 

(10) 311 = Qt^'sin'(j)-4-QVsin(ï>cos^«P, 
en posant 

■^---4 -j (R/-i-^(R-hRo)cos'/) 



r'/h-~(r^-+-r;-+-rrj 



3 



^R/^-icos»/[(R-+-'2Ro)//^-2(RVRJ + RRo)(R-Ro)], 

^"^^0' sinVcos/fs,^, ^ /-/--|^T^-^3R;-..RRJ 

L RV+|(R'4-RJ-4-RRJ 



/ 
[lR-h2RJ/^'-2(R'H-R;H-RRJ(R- 




R 
F 

nient négliger devant Tunité, de sorte qu'on prendra tout simplement 



Mais en général -^ est une très-petite fraction que Ton peut sans inconvé- 



(lo'y 



^ ±1I!l(jJi) _c^L(/,^.r.)^!^(!_1) 

ttX- ib , // V 2/ ib I . // 



^' sin'/ cos/ " I ^-^ 7^^ -f- h' - 2R' 



*r/f 2 
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Composantes de la résistance de Voir, normale et parallèle à la direc- 
tion de la vitesse de translation, — Soient 

F et F ces composantes ; 

X,,Y, celles qui sont parallèles à Ox etOj, 

on a 

F = X, sin«p — Y,cos«p, 

F' = X, cos^ -h Y, s\n<f. 

Nous remplacerons, dans ces formules, X, et Y^ par les sommes des va- 
leurs de X, Y données par les équations (5) et (7'); en continuant à 
négliger R, devant R, ce qui suppose Rcost = hsini, et posant 

a=:-X-7rR(-7 — R cos'/ sin/ -h - h cos^i] 
2 \4 4 y 

8 [ sin/ J 
p = XTfRsin'/ ( — Rsin/-f- -/icos/ j — sin/(3 — 5 sin*/). 



(12) 



3 

7 = ^/•7rR{/.-h/iCOS'/), 
o 

^=X7rR*sin*/, 

3 3 

g = - X'TT R sin/ cos/ (R cos/ -h ^ sin /) = - X-ttR* sin / cos*/, 

\ a ^ 

on trouve 

l F = c^' sin (j) cos <p ( a sin* <p H- p cos^ cp ) , 

I F'— — p^(7 sin^cp -h ^ cos*«p -h 2 sin*(j) cos*«p) 

Valeurs approximatives du moment et des composantes de la résistance 
de Vair dans un intervalle de temps pris suffisamment petit, — Considé- 
rons, comme au n° 114, un intervalle de temps t^— t = A/ assez petit pour 
que Ton puisse faire usage de Téquation (9) du même numéro. 

On a 

? = <p, — (5— £,)cos7,. 

Mais dans les expressions de sin<p et coscp que Ton a à substituer dans 
celles de OÏL, F, F', on peut remplacer sans grande erreur Tangle e — e, 
par celui qui correspond au mouvement parabolique. Or dans cette hypo- 
thèse on a 

fit 



tangg = tange, — 



(', coss, 
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OU, en posant e —s^ = ^e, et négligeant les puissances de cet accroisse- 
ment supérieures à la seconde 



^s -f- §&^ tange, = — ^ cose,, 

et 

§e = — ^- cose, — ^^ sin'e,. 



On a donc 



c^, P-, 



cos«p = cos<p, Il cos'7, j H- sin<j), C0S7, oe 



sin 



ar P* 

— coscp, — - coS£, sin^, cosy, t — -^ cos'e, cosîp, cos^7, '* 
— î^sin'e.sinep.cosv,, 

<P = sincp, ( I — — cos'7, ) — cos<p, cos7,os 
= sin<ï), H- - coss, coscp,cos7,r— ^^cos^s, sincp,cos^7,^' 
— sin^e, C0S(j), COS7,. 



♦'l 



En substituant ces valeurs dans DÏL, F, F' et continuant la même approxi- 
mation, on obtiendra des expressions telles que 

(14) ) F ^- iJi(>^j'+-mt-hm't'), 

( F' =:::: VP^ (l -h /If -+- /î'/' ) , 

dans lesquelles les coefficients de ('^ /, t^ sont des nombres connus. 

Si nous appelons U, W les composantes horizontale et verticale de v, 

les équations de la trajectoire considérée comme plane pourront se mettre 

sous la forme 

' r/U 

(i5) 

&) représentant le rapport de v à la masse du projectile. 
Posons maintenant 

\] = u -h U^t -h Wj t^, 
W = cr H- (K\t -t- iv.,t'\ 



3g6 DEUXIÈME PARTIE. — CHAPITRE YII. — MOUTEMENT, ETC. 

nous aurons 

P*W= («*-+-«:')«'-+- [2(m«, -+- «'«',)«'-+-«', (tt'-h (v')] t 



de plus . 



u = p, cose,, «' = <', sins,, «*-+- «''= (/J, 



et en vertu des équations (i5) 



w, = — w<>Jcos6,, (V, = — ^ — wpjsins,, 
Wj = î- ( /icoss, — -sin2Sj — 3wfîcos£, I ? 

(Vj = -\ /ï sine, — - (i-h 2sin^s,) — Swpîsini, 1 



L'équation (i6) permettra d'obtenir l'expression de t^ en s'arrétant aux 
secondes puissances de t^ et l'on aura, pour déterminer s, 

W 

(17) tang£ = -g-. 

On voit ainsi comment on peut obtenir approximativement DÏL, F, F' entre 
deux valeurs suffisamment rapprochées du temps; comme, au moment où 
le projectile. sort de l'âme de l'arme, on a ^ = o, 7 = o, les formules du 
n** 114 feronï connaître 7, 7 au bout d'un temps suffisamment petit, et les 
équations {16) et {17) ci-dessus donneront les valeurs de (^ et s ; et ainsi de 
suite de proche en proche. 
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CHAPITRE VIII. 

DU CHOC DES CORPS. 



118. Phénomènes généraux relatifs aux chocs. — Deux 
corps, en mouvement Tun par rapport à l'autre, qui viennent 
à se rencontrer, réagissent l'un sur l'autre en donnant lieu à ce 
que Ton appelle un choc ou une percussion. La durée du choc, 
quoique très-courte, se partage en trois périodes distinctes. 

Dans la première, les corps se compriment ou se refoulent; 
dans la seconde, leur déformation atteint son maximum, et 
ils ont acquis la même vitesse normale en leur point de con- 
tact; dans la troisième, les corps reviennent plus ou moins à 
leur forme primitive et tendent de plus en plus à se séparer 
en vertu de l'énergie plus ou moins grande de leur force de 
ressort. 

S'il y a glissement, il se développe, pendant le choc, des ac- 
tions moléculaires tangentielles, soumises aux lois du frotte- 
ment que nous négligerons ici, mais dont il importe de tenir 
compte dans l'étude des machines, comme nous le verrons 
dans un autre Chapitre. 

L'expérience nous apprend que, quoique la durée du choc 
soit pour ainsi dire inappréciable, les modifications apportées 
dans les vitesses des corps par leurs actions mutuelles sont 
comparables à ces mêmes vitesses, ce qui prouve que les 
forces moléculaires, développées pendant le choc, ont une 
intensité incomparablement plus considérable que les forces 
qui produisent les phénomènes ordinaires continus que nous 
observons dans le mouvement des corps, telles que la pesan- 
teur, etc. 

On est donc conduit à considérer ces dernières forces 
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comme très-petites et négligeables par rapport aux efforts de 
compression réciproque des deux corps pendant la durée du 
choc, et Ton peut, par suite, négliger dans cette période leur 
travail, leurs impulsions, etc., par rapport aux quantités ana- 
logues relatives à ces efforts. 

Dans les phénomènes les plus ordinaires, que nous avons 
surtout en vue d'étudier, les déformations des corps cho- 
quants étant relativement très-faibles, on peut, sans erreur 
sensible, en faire abstraction; ce qui revient à supposer que 
les corps conservent leur forme primitive quand leur contact 
cesse d* avoir lieu. 

Si, au point de contact, les vitesses des deux corps cho- 
qués ne sont pas dirigées suivant leur normale commune, 
elles se décomposent chacune en deux autres : Tune suivant 
cette normale, et l'autre comprise dans le plan tangent; cha- 
cune des vitesses tangentielles,. composée avec l'autre prise 
en sens contraire, donne la vitesse de glissement au commen- 
cement du choc de l'un des corps sur l'autre. La vitesse de 
glissement est modifiée à chaque instant, pendant la durée du 
choc, avec le mouvement de rotation des corps autour de 
leurs centres de gravité respectifs, si la normale commune ne 
passe pas par ces deux points. 

Tout en négligeant, comme nous l'avons déjà dit plus haut, 
les composantes tangentielles des actions au contact, la théo- 
rie des chocs, considérée dans toute sa généralité, présente 
d'assez grandes difficultés; elle se simplifie considérablement 
lorsque le choc est direct, c'est-à-dire lorsque les deux vitesses 
initiales au contact sont dirigées suivant la normale commune 
et que cette normale passe par les centres de gravité des deux 
corps. Ce cas est notamment celui de deux sphères animées 
chacune d'un mouvement de translation suivant la droite qui 
joint leurs centres. 

Dans ce cas, il est clair qu'après le choc les deux corps 
possèdent encore chacun un mouvement de translation rec- 
tiligne parallèle à celui qui existait auparavant. 

La question des chocs est encore simple quand les corps 
choquants sont assujettis à des mouvements géométriques dé- 
terminés, comme cela a lieu dans les machines. 
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119. Des théorèmes de Dynamique invoqués dans la théorie 
des chocs. — Si, de Thypothèse que nous avons faite sur Tin- 
variabilité de forme pendant le choc de corps qui viennent 
à se heurter, nous nous reportons aux théorèmes du n® 58, 
en nous rappelant, de plus, que les actions mutuelles au con- 
tact sont égales et de directions opposées, nous arrivons aux 
conséquences suivantes : 

1° Les quantités de mouvement perdues de l'un des corps 
après le choc font fictivement équilibre aux impulsions des 
efforts qu'il exerce sur les corps avec lesquels il est en con- 
tact, 

2® Le travail virtuel des quantités de mouvement perdues 
du système de corps est nul, non-seulement pour tout dépla- 
cement compatible avec sa solidité, mais encore pour tout dé- 
placement dans lequel les molécules en contact des corps 
éprouveraient les mêmes déplacements normaux quels que 
soient les déplacements tangentiels. Cette dernière partie de 
l'énoncé devient évidente en remarquant que les déplace- 
ments tangentiels ne donnent aucun élément dans le travail 
virtuel des impulsions. 

3" Pendant la durée du choc le mouvement du centre de 
gravité d'un système de corps libres est rectiligne et uni- 
forme; en d'autres termes, le choc n'altère pas le mouve* 
ment du centre de gravité du système. 

4° La somme des projections ou des moments des quantités 
de mouvement du système de corps, relativement à un axe 
quelconque, reste constante pendant toute la durée du choc, 

5° La somme des quantités de mouvement perdues pendant 
le choc ou celle de leurs moments est nulle, 

120. Des différents états dans lesquels se trouvent des corps 
choquants. — Si deux corps qui viennent à se rencontrer re- 
prenaient exactement après le choc leur forme primitive, ou 
s'ils étaient parfaitement élastiques, les distances intermolé- 
culaires redevenant ainsi les mêmes, le travail résultant des 
efforts de compression de ces corps, qui dépend uniquement 
de la variation des distances ci-dessus, serait nul pour toute la 
durée du choc; mais alors le principe de la conservation des 
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forces vives recevrait ici son application, en d'autres termes, 
la somme des forces vives du système des deux corps aurait 
à la fin la même valeur qu'au commencement du phéno- 
mène. 

Si, au contraire, les corps étaient complètement dénués 
d'élasticité, le phénomène cesserait à l'époque de la plus 
grande déformation, et, par suite, la vitesse normale serait la 
même au contact des deux corps. 

Dans cette hypothèse, la déformation permanente, due au 
rapprochement successif des éléments matériels, donnerait 
lieu, de la part des actions mutuelles des corps, à un travail 
résistant; de sorte que la force vive totale serait moindre 
après qu'avant le choc. 

Il n'y a qu'un très-petit nombre de corps, tels que l'ivoire, 
le caoutchouc, etc., que l'on puisse considérer comme parfai- 
tement élastiques dans des limites de compression assez éten- 
dues pour que, dans les cas les plus ordinaires, le retour à la 
forme primitive soit à peu près complet. Ainsi, nous savons 
que sans un grand effort on peut, à l'aide du marteau, produire 
des impressions permanentes sur les métaux qui jouissent au 
plus haut degré des propriétés élastiques lorsqu'ils soht sou- 
mis à des efforts de tension ou de compression ordinaires. 11 
n'existe pas non plus de corps complètement dénués d'élas- 
ticité ou qui ne tendent jusqu'à un certain point à retourner à 
leur forme primitive quand ils ont été comprimés. Les res- 
sorts moléculaires restituent, dans la troisième partie du 
choc, une portion du travail absorbé dans la première; mais, 
comme cette restitution est le plus souvent très-faible, on 
conçoit que, dans les applications, on puisse la négliger, en 
portant ainsi la perte de travail à son maximum, ce qui revient 
à toujours considérer les corps choquants comme dénués 
d'élasticité. 

121 . Du choc direct de deux corps élastiques, — Comnie, 
dans les applications, on n'a à considérer que des corps dénués 
d'élasticité, ainsi qu'on l'a dit plus haut, nous ne donnerons, 
pour les corps parfaitement élastiques, que l'exemple du choc 
direct. 
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Soient 

V et V les vitesses des masses M et M' avant le choc, suppo- 
sées de même sens pour fixer les idées; si V> V, c'est la 
première de ces masses qui vient choquer l'autre ; 

U, U' ce que deviennent respectivement ces vitesses après le 
choc. 

D'après un théorème rappelé plus haut, on a, en négligeant 
les vitesses vibratoires des molécules de part et d'autre de 
leurs positions primitives, 

(i) MV H- M'V = MU H- M'U', 

ou 

(2) M(V~U) = M'(U'-V'). 

D'autre part, la condition qui exprime que les corps sont par- 
faitement élastiques donne 

UT -+- M' V" = MU* -+- M'U' % 
ou encore 

M{ V - U) ( V H- U) = M'(U' - Y) (V -+- V), 

équation dont les deux membres, d'après la formule (aj, ont 
un facteur commun; en le supprimant, il reste 

(3) Vh-U = V'-+-U', ou V-V'=U'-U. 

Les vitesses cherchées U et U' s'obtiendront ainsi au moyen 
des équations du premier degré (i) et (3) qui conduisent à 

U = 2 —rz jrri V, 

U = 2 —zr= — rr V. 

M -H M 

Si l'on appelle u la vitesse du centre de gravité du système 
des deux corps (119), on a 

(M-4-M')i£ = MVh-M'V'), 

et les équations (4) peuvent se mettre sous la forme 

U =2a-V, 
U'=:aa-V'; 

26 
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de sorte que, la vitesse de chacun des corps après le choc 
.s'obtient en retranchant sa vitesse initiale du double de la vi- 
itesse du centre de gravité de leur système. 

Avant d'aller plus loin, nous ferons remarquer que la seconde 
des formules (3) exprime que la vitesse relatii^e dès deux corps 
est la même après qu'avant le choc, mais de sens contraire. 

Les formules (4) sont encore applicables lorsque M' marche 
en sens inverse de M en changeant le signe de V. 

Cas particulier, — i^ Les masses M et M' sont égales. 

On a 

U = V', U' = V, 

c'est-à-dire qu'/V/a échange de vitesse entre les deux corps; 
de sorte que si l'un des corps est en repos avant le choc. Vautre 
demeure en repos après le choc, le premier prenant alors la 
vitesse primitive du second. 

1^ Les masses sont inégales, et la vitesse V du corps choqué 
est nulle. On a 

- ^MV _ V - V(M-M') 
M-f-M' M-hM' ' 

2MV 



U'-= 



M -h M' 



La vitesse U devenant négative lorsque M «< M', il s'ensuit 
que la première masse marchera après le choc dans le même 
sens qu'auparavant ou en sens inverse selon qu'elle sera su- 
périeure ou inférieure à la seconde; cette dernière circon- 
stance pourra se présenter, en général, lorque M' sera suffi- 
samment grand par rapport à M et V par rapport à V. 

3° Si la masse M', supposée en repos avant le choc, est 
très -considérable par rapport à M, la vitesse U' est insensible 
et U est sensiblement égal à —V; en d'autres termes, le corps 
choquant possède après le choc une vitesse égale et contraire 
à celle qu'il avait auparavant. Ceci explique notamment pour- 
quoi les cordonniers placent sur leurs genoux une grosse 
pierre sur laquelle ils battent à coups de marteau les semelles 
des souliers, et comment on peut forger du fer sur une forte 
enclume posée sur le corps d'un homme ou sur le plancher 
d'un étage supérieur, sans blesser l'homme ou endommager 
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sensiblement le plancher et les murailles de la maison. Cela 
tient en effet à ce que la vitesse communiquée à la pierre ou à 
Tenclume, et par suite à leurs supports, est très-faible par rap* 
port à celle du marteau, de sorte que la flexibilité, Télasticité 
naturelle de ces corps suffit pour amortir les effets des coups. 
Nous renverrons aux Traités de Physique pour la vérifica- 
tion expérimentale des résultats auxquels nous sommes ar- 
rivé. 

122. Du choc de deux corps élastiques dont Vun est fixe. 
— Cest le cas du changement du mouvement du centre de 
gravité d'une bille qui vient frapper la bande d'un billard. 

Soient [fig* 63) 

Fig. 63. 




M la masse du corps choquant ; 

V sa vitesse de translation, au contact de la bande, au com- 
mencement du choc; 

V celle qu'elle possède à la fin. 

Il se produira en général un glissement; mais nous suppo- 
serons que le frottement qui en résulte soit assez faible pour 
que la vitesse de rotation autour du centre de gravité de la 
bille à la fin du choc soit sans valeur appréciable. 

La force vive étant la même avant qu'après le choc, il s'en- 
suit que la vitesse V de M est la même à ces deux époques ou 
que V = V'. 

Soient encore 

le point de la bande où la percussion a lieu; 

On la normale en ce point, ou la direction de la résultante 

des actions moléculaires développées pendant le choc; 
aO la direction de la vitesse V; 
hb' la trace, sur le plan tangent à la bande, du plan d'inci- 

dence nOa, 

a6. 
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Il faut que raccroissement de la quantité de mouvement, 
estimée respectivement suivant une perpendiculaire au plan 
d'incidence et suivant bb\ soit nul; ce qui exige, d'une part, 
que la vitesse V soit comprise dans le plan, et de l'autre, puis- 
qu'elle est égale à V, que sa direction soit, par rapport à W, 
symétrique à celle de V ou que On soit la bissectrice de l'angle 
aOV, ce qui s'exprime en disant que l'angle de réflexion est 
égal à l'angle d'incidence, 

123. Du choc direct de deux corps dénués d'élasticité, — 

Les corps possédant ici la même vitesse U après le choc, le 

principe de la conservation des quantités de mouvement 

donne 

( MV-f-M'V' = MUH-M'U, 

(5) ou 

( M(V-U) = M'(U-V'), 

d'où 

lyrv-hM'V M' M 

^ ' M -+- M M -H IVr^ ' M H- M' ^ - ' 

On voit d'après cela que la vitesse du corps choquant a dimi- 
nué, tandis que celle du corps choqué a augmenté. 
^Dans le cas où l'un des corps. M' par exemple, est en repos, 
on a, pour leur vitesse commune après le choc, 

Si les corps allaient en sens contraire, il suffirait de chan- 
ger, dans les formules (5) et (6), le signe de la vitesse du corps 
choqué. 

La diminution éprouvée pendant le choc par la force vive 
totale des deux corps (ou si l'on veut le double du travail ré- 
sistant développé par les efforts de compression réciproque, 
ou du travail absorbé pour produire l'altération de forme ou 
de constitution des deux corps) a pour expression 

MV' -f. M' V'^- MU» - M'U'^ = M ( V^ -^ U' ) -+- M' ( V" - U^ ) 
= M(V-U)(V-hU)H-M'(V'-U)(V'4-U), 

qui se réduit à 

M(V-U)(V-V'), 
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en éliminant M'(V'— U) au moyen de la seconde des équa- 
tions (5); enfin, en remplaçant V — U par sa valeur tirée de 
réquation (6), on trouve 

MM' 

Celte expression, en ayant égard à la formule (6), peut se 
mettre sous la forme 

M ( V - U) (U - V) -f- M'(V - U) (U - V), 

ou, en vertu de la seconde des relations (5), 

(9) M(V-U)'-4-M'(V'-U)% 

qui exprime que : la perte de force vice dans le choc est égale 
à la somme des forces vives dues aux vitesses perdues par le 
corps après le choc; théorème dû à Carnot et dont nous dé- 
montrerons plus loin la généralité. 
Si les corps allaient en sens contraire, la perte de force vive 

MM' 

serait supérieure à celle qui est donnée par Téquation (8), 
ce qui prouve combien il est essentiel, dans la construction 
des machines, d'éviter que les corps se choquent inutilement 
avec des vitesses contraires. 

Lorsque Tun des corps. M' par exemple, est en repos avant 
le choc, la perte de force vive devient 

et est ainsi égale à la fraction de la force vive initiale repré 
sentéepar le quotient de la masse choquée et de la somme des 
deux masses. 

On voit, d'après cela, que si la masse du corps choqué est 
très-petite par rapport à celle du corps choquant, la force vive 
perdue est elle-même une très-petite fraction, sensiblement 
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M' 

égale à ^7> de la force vive avant le choc; et dans ces cîrcon- 
M 

stances, pourvu que le choc ne soit pas souvent répété, on 

peut négliger une telle perte; mais c'est l'inverse qui a lieu 

quand la masse du corps choquant est très-grande par rapport 

M' 

à celle du corps en repos, car, =-= jrr7 s'approchant constam- 
ment de Tunité à mesure que M' augmente, la force vive peut 
être absorbée presque en totalité par le choc; ainsi, dans le cas 
où les deux masses seraient égales, la perte s'élèverait déjà à 
la moitié de la force vive du corps choquant. 

Lorsque Ton aura à appliquer numériquement les formules 
établies ci-dessus, il conviendra de substituer aux masses M, 
M' les poids correspondants P, P' (qui sont seuls immédiate- 
ment donnés en kilogrammes), divisés par l'accélération g de 
la pesanteur. 

De cette manière on se servira des formules 

pour calculer la vitesse après le choc de deux corps non élas- 
tiques et la force vive perdue. 

124. De l'effort moyen de compression et de la durée du 
choc^ — Soient 

5', à les dépressions produites respectivement par chacun des 

corps M, M' dans l'autre ; 
F l'effort moyen de compression, dont la valeur doit être telle 

que le travail F (d + d') soit égal au travail moteur absorbé 

pour produire les dépressions. 

On a pour la demi-force vive perdue 

d'où 

/li) F= -— '■-— -^• 

^^^ (P-f-P')(cr-t-^') ig 
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Pour pouvoir calculer la durée du choc, il faudrait con- 
naître, ce qui n'a pas lieu, la loi des résistances qu'opposent 
les corps au refoulement de leurs molécules; mais, afin de 
nous faire une idée de la rapidité avec laquelle les chocs ont 
lieu, nous admettrons que cette résistance est constante,. ou 
plutôt nous la supposerons remplacée dans les divers instants^ 
par sa valeur moyenne F; or, comme le centre de gravité de 
chacun des deux corps se meut comme un point matériel où 
toute la masse et les forces extérieures se trouveraient con-r 
centrées, on a, en appelant la durée du choc, 

MV-MU = F0, M'V'-M'U = -F0, 
d'où, par Télimination de U et en ayant égard à la valeur (i4)» 

Nous remarquerons que F est d'autant plus grand et 6 d'au^ 
tant plus petit que S et à' sont eux-mêmes plus petits; ou 
que r effort moyen de compression est d'autant plus grand, et 
la durée du choc d'autant plus petite, que les corps offrent 
eux-mêmes plus de roideur. 

Nous appliquerons ce qui précède à l'exemple, suivant em? 
prunté à l'Introduction à la Mécanique industrielle de Pon- 
celet. 

Supposons qu'on laisse tomber d'une hauteur de i^'ySa un 
cube de fer pesant 3oo kilogrammes, sur une substance plus 
ou moins molle, terminée par un plan horizontal, et dans la- 
quelle il pénètre de o^'yos par l'une de ses faces parallèles à 
ce plan. 

La vitesse de ce cube au bas de sa chute, lorsqu'il sera sur 
le point de pénétrer dans le sol mou, sera donnée par 



V = V'a.9,8o8.i,3o= 5", 

et comme 

V' = o, ^ = o('), S'=o,o'i, 

il vient 

= o',oo8. 

(*) Car la déformation du cube, eu égard à la roideur du fer, peut être né- 
gligée. 
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C'est précisément le temps qu'emploie un projectile de 
12 kilogrammes à parcourir la longueur de l'âme d'une pièce 
de canon avec une charge dç poudre égale à un dixième du 
poids du projectile. 

La demi-force vive 3oo x i ,30= Sgo''" du corps choquant 
au bas de sa chute sera presque entièrement consommée pour 
produire le changement de forme du corps, mou, si la masse 
de ce dernier, faisant par exemple partie du sol, est très-grande 
par rapport à celle du corps choquant. Or, cette demi-force 
vive étant égale au produit de l'effort moyen F par la profon- 
deur de l'impression, la valeur de cet effort est 

F — ~ = igSoo^^. 

0,02 ^ 

125. application au battage des pilots des fondations. — 
Lorsque, pour exécuter un travail mécanique, la'pression ou 
l'effort direct que l'on peut exercer est inférieur à la résis- 
tance à vaincre, on a recours au choc. 

C'est ainsi que l'on enfonce à coups de mouton dans le sol, 
pour soutenir les fondations des constructions que l'on doit 
établir sur un sol peu résistant, des pieux ou pilots terminés 
à leur extrémité inférieure par une pointe durcie au feu ou 
coiffée d'un sabot en fer. On consolide, par des anneaux de fer, 
la tête du pilot, pour éviter que la violence du choc ne la dé- 
forme rapidement. 

Soient 

P le poids du mouton; 

P' celui du pilot; 

H la hauteur de chute du mouton. 

. Le travail moteur dépensé, qui représente le double de la 
force vive du corps choquant avant le choc, étant PH, le tra- 
vail absorbé par le choc est 

P' 

* pu 

p p/ * "î 

et est employé à détruire la tête du pieu et à altérer sa con- 
stitution. Le travail réellement transmis au pieu, abstraction 
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faite des résistances qu'il éprouve en glissant dans les terres, 
se réduit à 

P' PH 



PH — PH 



-+-?' P' 



Le travail moteur PH restant constant, on voit que le tra- 
vail transmis est d'autant plus grand, par suite le travail des- 
tructeur de la tête du pilot d'autant plus petit, que le poids 
du mouton est plus considérable. Il est donc avantageux, 
pour ce double motif, de faire usage de'moutons très-lourds 
en réduisant la hauteur de chute; c'est ce qui explique d'ail- 
leurs pourquoi il est plus facile d'enfoncer un clou, sans le 
courber, en le frappant à petits coups d'un gros marteau qu'à 
grands coups d'un petit marteau. 

126. Théorème de Carnot. — Considérons deux corps dé- 
nués d'élasticité qui viennent à se choquer d'une manière 
quelconque, et soient [fig. 64) 



V et U les vitesses avant et après le choc d'une molécule m de 
l'un deux; 

V est la résultante de U et de la vitesse perdue VU = u. 

Du point V abaissons la perpendiculaire V(^ sur U, et con- 
sidérons la projection tv = U(^ de u comme positive ou 
négative, selon que le point (^ est à droite ou à gauche de U. 
Le triangle mVU donne 

En multipliant par la masse m et ajoutant les équations ana- 
logues établies pour tous les points du système des deux 
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corps, on obtient 

2/11 V*— 2/11 U*= imu^-h 22/iwi'.U; 
mais on a 

^m\]tf.\]dt ou (itlniiv.}] = o, 

en vertu de la seconde partie du second théorème du n° 119, 
puisque cette expression n'est autre chose que celle du travail 
élémentaire dès quantités de mouvement perdues et que* les 
vitesses normales des molécules des corps en contact sont 
égales, d'après la déBnition même des corps mous : on a donc 

2/7iV'— 2/iiU*= 2/lIa^ 

Ce qui exprime que la perte de force vive éprouvée par deux 
corps dénués d'élasticité^ qui viennent à se choquer d'une ma-- 
nière quelconque, est égale à la force vive due aux vitesses 
perdues. 

Ce théorème s'applique évidemment à un nombre quel- 
conque de corps qui viennent à se choquer, et même si quel- 
ques-uns d'entre eux sont censés fixes, car cela revient à les 
considérer comme libres, en leur supposant une masse suffi- * 
samment considérable par rapport à celles des autres corps. 

Le principe de Carnot ne pourrait être utile qu'autant que 
Ton connaîtrait immédiatement en grandeur et en direction 
les vitesses des différents points du corps, avant et après le 
choc, ce qui n'a pas lieu généralement, et comme alors on est 
obligé de rechercher directement les vitesses après le choc, 
à l'aide des théorèmes relatifs aux projections et aux moments 
des quantités de mouvement et des impulsions des forces, le 
principe de Carnot ne sera pas généralement d'un grand se- 
cours, excepté toutefois dans les questions analogues à celle 
qui suit. 

127. Du choc direct de deux corps imparfaitement élasti-- 
ques. — Considérons deux corps tels qu'ils existent dans la'> 
nature, c'est-à-dire qui, après s'être choqués, ont subi une ^ 
certaine déformation, moindre toutefois que la déformation 
maximum qui caractérise la seconde partie du phénomène d 
la percussion. 
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On peut définir ces corps en disant que la force vive perdue 
n'est qu'une fraction déterminée de celle qui aurait lieu s'ils 
avaient été complètement dénués d'élasticité, et qui dépend 
de la nature des deux corps. 

En désignant cette fraction par e, nous aurons, dans le cas 

du choc direct, 

M(V-U) = M'(U'-V'), 

M(V'- U^) -+- W(T'- \J") = s[M{V -. U)*-+- M'{ V- U)^], 



d'où 



(M H- M') (i -H s)' 



(M -H M') (i -ne) 

En supposant £ = ou e = i,on retombe respectivement 
sur les formules relatives aux corps parfaitement élastiques 
et mous. 

Soit H la hauteur dont on laisse tomber un corps de poids P, 
sur un plan horizontal; la force vive acquise avant le choc est 
2PH; après le choc elle est réduite à 

aPH(i-e), 

ou, si l'on veut, la hauteur à laquelle le mobile se relève est 
(i-e)H. 

Comme, pour une bille d'ivoire tombant verticalement sur 
une table de marbre, la hauteur d'élévation après le choc est 

- H, on a dans ce cas e == • 

128. Pendule balistique. — Pour mesurer les vitesses ini- 
tiales des projectiles, on se sert d'un pendule composé formé 
d'une capacité tronçonique en fonte, terminée suivant sa pe- 
tite base par une calotte sphèroïdale. Ce vase, rempli de sable 
tassé maintenu par une légère feuille de plomb formant 
obturateur de la grande base, est suspendu par des tiges à un 
arbre horizontal supporté par des couteaux, et dont l'axe est 
perpendiculaire à celui du cylindre, et qui, lors du repos, est 
lui-même horizontal. 

Un projectUe sortant d'une arme à feu et pénétrant dans la 
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masse de sable fait décrire au pendule un certain arc qu'il 
sufBt de connaître pour déterminer la vitesse initiale, comme 
nous allons le voir. Cet arc est mesuré au moyen d'un curseur 
glissant à frottement doux sur un cercle gradué, et qui est 
poussé par une aiguille fixée à la partie inférieure du pendule 
jusqu'au moment où l'écart maximum est obtenu. 
Cela posé, soient 

p le poids du projectile; 

c la vitesse ; 

/ la distance du point de percussion à Taxe de suspension du 
pendule; 

I le moment d'inertie du pendule et du projectile après sa pé- 
nétration, par rapport à cet axe; 

P le poids correspondant; 

d la distance du centre de graviié à Taxe de rotation du sys- 
tème des deux corps; 

Gt)o sa vitesse angulaire après le choc. 

Le principe du moment des quantités de mouvement donne 
d'où 



(I) 



_p vl 



W- = — -r • 







I 



Appelons w la vitesse angulaire du pendule lorsqu'il a dé- 
crit l'arc a, inférieur à l'arc maximum que nous désignerons 
par a,. On a, d'après le principe des forces vives, 

(a) I{w2— wj) == — iVd[i — cosa). 

Pour obtenir l'arc a„ il suffit de faire (0 = dans cette 

équation qui donne 

lw; = 7,Vd[i- cosa,), 

ou en vertu de l'équation (i) 



^'p^P .^ . . ,a. 



i? 1 ^ 

ou 



a. 



v= 2 ^ v/PrZÎ sin -î 
pr 1. 
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On peut mettre celte expression sous une autre forme; car 
en appelant X la longueur du pendule synchrone, que l'on peut 
facilement déterminer au moyen de la durée de petites oscil- 
lations, on a 

et par suite 

t rx\ t cl I — r . a, 

^ ' pli 

formule d'une application facile. 

129. Du recul dans les armes à feu canon pendule, fusil 
pendule. — La force expansive des gaz dégagés par l'inflam- 
mation de la poudre agit en sens inverse sur le projectile et 
sur l'arme qui, par cela même, éprouve un mouvement rétro- 
grade appelé recul. 

On peut sans erreur appréciable considérer l'inflammation 
et la combustion de la poudre, ou, si l'on veut, sa transforma- 
tion en gaz comme instantanée. 

Soient 

if la vitesse du projectile; 
p son poids; 

Q le poids de la pièce et de son support; 
w la vitesse du recul lorsque le projectile est sorti de l'âme; 
q le poids et u la vitesse d'un élément matériel gazeux pro- 
venant de la combustion de la charge; 
/>' = 2g le poids de la charge. 

On a, d'après un principe connu, 

pv H- J,qu = QfV. 

Cette formule suppose que l'on néglige, pour les pièces de 
canon, l'inertie des roues et les frottements, ce qui a lieu très- 
sensiblement lorsque l'arme est suspendue. 

On ne connaît pas la loi suivant laquelle varie la vitesse </, 
qui est égale à (v au fond de l'âme et à i' au contact du pro- 
jectile; mais, ainsi que nous le verrons ci-après, comme w est 
incomparablement plus faible que v^ que p' n'est générale- 
ment que la dixième partie de p dont il n'atteint le \ qu'excep- 
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tionnellementy on peut sans grande erreur supposer la vitesse 

u constante et égale à -• 
Il vient ainsi 

Si Ton suspend Tarme à un arbre horizontal, on pourra dé- 
terminer w par l'écart maximum qu'éprouvera le système, 
d'après la méthode indiquée pour le pendule balistique et 
par suite la vitesse initiale (^ du projectile. On comprend, sans 
qu'il soit utile d'en faire ici la description, en quoi doivent 
consister ce que Ton appelle le canon pendule et le fusil pen- 
dule. 

Prenons pour exemple les pièces de douze de siége^ on a 

/7 = ii'^»,38o, /?'=i.»'»,20o, = 1482"», 

V = 326"" (vitesse mesurée au pendule balistique); 

on tire de la formule ci-dessus 

w = 2" ,60. 

130. Centre de percussion, — Dans tous les appareils ana- 
logues au pendule balistique, consistant principalement en 
un corps solide mobile autour d'un axe fixe destiné à être 
soumis à des chocs, il est important que cet axe ne piiisse, 
par réaction, éprouver une pression capable de détruire l'or- 
gane qui le réalise, ou au moins de créer des résistances pas- 
sives qui pourraient altérer les résultats auxquels on veut 
arriver. 

Proposons-nous de déterminer les conditions nécessaires 
pour que Taxe de rotation d'un semblable système ne reçoive 
aucune percussion, en nous plaçant dans le cas le plus géné- 
ral et supposant, comme cela a toujours lieu, que la masse du 
corps choquant soit assez petite par rapport à celle du corps 
choqué pour qu'on puisse la négliger pendant le choc. 

Soient 

0^ Taxe de rotation du corps pendulaire de masse M; 

Ox l'intersection du plan mené par 0^ et le centre de gra- 
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vite G de la masse M, avec le plan perpendiculaire à cet axe 

passant par le point a où la masse ci-dessus est choquée par 

le corps de masse fx; 
Ox la perpendiculaire en au plan xOz; 
x\ y les coordonnées du point a parallèles à 0^, Oy; 
X\^ z, celles de G parallèles à Ox, Oz; 
Vx, V;., V, les composantes de la vitesse V de /:jt parallèles aux 

trois axes, au moment où le choc a lieu. 

Nous continuerons à désigner par I le moment d'inertie de 
M, par w sa vitesse angulaire après le choc; ^, y, z seront les 
coordonnées d'un élément matériel de masse m du corps pen- 
dulaire. 

Pour qu'il n'y ait pas de percussion sur Oz, il faut que le 
choc ait lieu comme si cet axe n'était pas fixe, ou que la somme 
des projections et des moments des quantités de mouvement 
gagnées relativement aux trois axes soit nulle, ce qui donne 
les conditions 

pV,-}- 2/710)/= o, pVj — 2/wwx = o, pV.= o, 

— w2/?izj: = o, w2/w/z=o, Iw — jc'|xV^H- j'fitV,= o; 

d'où 

2//2zx = o, 2wz/=o, V^. = 0, Vj=o, 

et par l'élimination de V^ entre les deux dernières de ces re- 
lations 

ce qui exprime que x' est la longueur du pendule synchrone 
de M, considéré comme un pendule oscillant autour de Oz. 

Donc, pour qu'il n'y ait pas de percussion sur Taxe, il faut: 

1° Que cet axe soit un axe principal d'inertie pour le point 
où il est rencontré parle plan perpendiculaire à sa direction, 
mené par le point où la percussion a lieu ; 

1^ Que la percussion soit perpendiculaire au plan déterminé 
par cet axe et l'axe d'oscillation correspondant, et qu'elle ren- 
contre ce dernier axe. # 

Si la percussion a lieu dans le plan perpendiculaire à l'axe 
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Qxe mené par le centre de gravité, elle passe par le centre 
d'oscillation, ce qui a fait donner à ce point le nom de centre 
de percussion. 

131. Formules générales relatives au choc des corps libres. — 
Soient 

Ox, 0/, Oz les trois axes principaux d'inertie passant par le 
centre de gravité du corps choqué, que Ton peut con- 
sidérer comme fixes pendant la durée du choc; 

A, B, C les moments d'inertie correspondants; 

M la masse du corps; 

Ut 9 Vo, Wê et n«, />o> 9« les composantes, parallèles aux trois 
axes ci-dessus, de la vitesse du centre de gravité et de la 
rotation instantanée avant le choc ; 

i£, Vy w et II, p, q les quantités correspondantes après le choc; 

a, 6, c les coordonnées du point I, où la percussion a eu 
lieu; 

N l'effort variable exercé par le corps choquant sur le corps 
choqué; 

a, [3, y les angles que forme la direction de N avec les 
axes Oxy Oj, Oz, et qui, de même que a, b, c, sont des 
données de la q.uestion. 

Nous aurons, en nous rappelant les principes relatifs au 
mouvement du centre de gravité et aux moments des quan- 
tités de mouvement, 

IM{u — ttj = cosa fSdt, 
M(»'~f'J = cosp/Nflf/, 
M (fv — w^) = CO87 /Nf// , 

IA{/2 — /zj = (^cosy— ccosP)fNdt, 
^(P^Po) = (^cosa — acosy)fNdty 
C(7 — ^o) = («cosp — bcos(x.)J'Sd(. 

Pour le corps choquant, nous aurons six équations ana- 
logues, en accentuant les quantités qui y entrent à l'exception 
de N, dont le signe devra être changé, et auxquelles nous 
donnerons les n" l' et 2'. 

Aux douze équations ainsi obtenues entre les treize incon* 
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nues Uf Vy w, «', /, tv', n, p, 9, n', /?', g', N, il faut, afin de 
pouvoir éliminer N, en joindre une dernière, qui ne devra 
dépendre que de Thypothèse faite sur le degré de Télasticité 
des corps considérés. 

1" Cas des corps parfaitement élastiques. — L'accroisse- 
ment de la force vive des deux corps pendant la durée du choc 
étant nul, il vient 

A [n^ - ni) + B (p'^pl) -^df-ql) 

-4- W[u"-h c'^-h w"- (u'I -h i^'l H- w'I)] = o. 

2*» Cas des corps mous. — La vitesse normale, après le 
choc, doit être la même pour les deux corps, ce qui s'ex- 
prime par l'égalité 

!(tt -h/?c — qh) cosa ^{v-hqa — ne) cos ^-^(w-^nb — pa) COS7 

3** Corps tels qu'ils existent dans la nature. — Concevons 
que l'on imprime au c orps choqué une vitesse de translation et 

une rotation respectivement égales et contraires à «oH- <'o + «'o, 

et /lo-H/^o + Jo» Il se mouvra, à la fin du choc, en vertu des 
vitesses perdues, et sa force vive sera 

M {[u,-uY-^ [%-^Y+ K- ^V] + A (n-nY-^ B [p,-pY-^ C [q,-^q)\ 

et Ton aura une quaniité semblable pour le corps choquant; 
la somme de ces deux expressions, multipliée par un coeffi- 
cient positif e, dépendant du degré d'élasticité des corps, et 
introduite avec le signe — dans le second membre de l'équa- 
tion (3), nous donnera l'équation cherchée. 

Les formules générales que nous venons d'établir sont trop 
compliquées pour que Ton puisse songer à les appliquer, et 
il sera préférable de traiter directement chaque cas particu- 
lier en faisant l'application des principes de Mécanique que 
nous avons invoqués plus haut. 

132. Du choc des corps gênés par des obstacles. — Jus- 
qu'ici, à l'exception du pendule balistique, nous n'avons con- 

27 
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sidéré que deux corps choquants complètement libres; cepen- 
dant il peut arriver que, par suite d'obstacles fixes, créés par 
la présence de très-grandes masses solides, les deux corps» 
ou au moins Tun d'eux, ne soient susceptibles que de certains 
mouvements géométriques; mais on rentre dans le cas des 
chocs entre deux corps libres, en concevant que l'on remplace 
les obstacles par les impulsions de leurs réactions normales 
sur les mobiles. En établissant les équations relatives à l'équi- 
libre entre les impulsions des forces et les quantités de mou- 
vement perdues, et éliminant entre elles les premières de 
ces quantités, on obtiendra les formules qui détermineront les 
éléments du mouvement des corps après le choc. 

Il est visible que l'on arrivera immédiatement à ces der- 
nières formules en écrivant que le travail virtuel des quantités 
de mouvement perdues est nul pour tous les déplacements 
compatibles avec le mode de liaison des corps qui s'entre- 
choquent. 

Deux exemples de pareils chocs se présentent fréquemment 
dans l'industrie, savoir les chocs de cames contre les mar- 
teaux et celui des cames contre les pilons; mais nous ne 
nous occuperons de ces deux questions que lorsque nous 
aurons fait intervenir le frottement. 

L'étude des échappements à cylindre et à ancre conduit 
au problème suivant, pour la solution duquel je renverrai 
au Mémoire que j'ai inséré au tome VIII des Annales des 
Mines, 6® série, 1870 : a Déterminer le point où viennent se 
rencontrer deux corps tournant autour d'axes parallèles après 
avoir été en contact, le corps choquant partant du repos ». 

Nous nous bornerons à l'exemple théorique suivant, dont 
la solution est beaucoup plus simple qu'elle ne le paraît a 
priori. 

Concevons quatre cylindres dont les génératrices sont pa- 
rallèles; deux d'entre eux sont fixes et guident le mouvement 
d'un troisième, qui est assujetti à leur rester constamment 
tangent; le quatrième vient choquer ce dernier. Déterminer 
les éléments du mouvement des corps choquants après le 
choc. 

Il est clair que tout se réduit à considérer les sections 
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droites des cylindres, en supposant que la masse de chaque 
mobile et son moment d'inertie par rapport à un axe parallèle 
aux génératrices se rapportent à la section correspondante. 
Soient (/g. 65) 

Fig. 65. 




A, Al les points de contact du corps choqué avec les cylindres 
directeurs; 

S le point de rencontre des normales en ces deux points; 

N, Ni les impulsions des réactions développées pendant le 
choc par les cylindres directeurs; 

M, I la masse du corps choqué et son moment d'inertie par 
rapport à S ; 

M', r la masse du corps choquant et son moment d'inertie 
par rapport à son centre de gravité G'; 

N', — N' les impulsions^ égales et contraires, des efforts nor- 
maux au poini de contact B, exercés pendant le choc par M' 
surMy et inversement; 

n, n' les distances de S et de G' à la normale en B. 

Pendant le choc, le centre instantané S de M ne change pas, 
et, si l'on appelle eoo, (o les vitesses angulaires instantanées 
avant et après la percussion, dont le sens positif est censé avoir 
lieu de la gauche vers la droite, on a, d'après un principe connu, 

(i) I(«^«j = --N'//. 

Le corps M' pouvant être considéré comme libre, en le 
supposant sollicité par les forces variables dont Timpulsion 
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est — N', il vient, en appelant w',, w' les vitesses angulaires 
autour de G' avant et après le choc, 

d'où 

(3) i«'{w-wj-f-r/i(w'-w;) = o. 

Désignant par U'o, UMes vitesses de G^ avant et après le 
choc, estimées parallèlement à la normale BN', nous aurons 

(4) M'(U'-U;)--N', 

ou, en vertu de la formule (2), 

(5) u'--u;^-^,K-<.;). 

Il faut exprimer maintenant que les composantes des vi- 
tesses normales des points des deux corps qui se trouvent 
en B sont les mêmes aprè^le choc, ce qui conduit facilement 
à régalité 

•(6) -/îV-t-U'- -/2w, 

d'où, en vertu de la relation (5), 

, , «'(r-H-MVM-MVu; -!'< 

(7) ^ = WTTTi 

En portant cette valeur dans la formule (3)^ on trouve 

\ n ÎA'nJ ® M'/2 n •' 

d'où Ton déduit la valeur de w'; les formules (7) et (5) per- 
mettent ensuite de déterminer w et U'. 

Le mouvement des corps après le choc est donc complè- 
tement déterminé. 

On remarquera que, si la normale en B passe par S, le mou- 
vement du corps choqué ne sera nullement modifié par h 
percussion. 

Considérons le cas particulier du choc direct pour M'; 01 
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a n' ~- o, d'où 0/= w'^. Les équations (i) et (4) donnent, par 
rélimination de N', 

la formule (6) devient 

U'- -w/i; 
on déduit de là 

et cette vitesse angulaire sera positive» nulle ou négative, se- 
lon que Ton aura 



>M'/iU; 
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CHAPITRE IX. 

DU MOUVEMENT RELATIF D'UN CORPS SOLIDE PAR RAPPORT 

A UN SYSTÈME INVARIABLE. 



133. Mouvement relatif du centre de gravité d'un système 
de points matériels libres. — Reporlons-nous au Chapitre VII 
de la première Partie, dont nous conserverons les notations. 

Si Ton multiplie l'équation (i) du n*" 88 de ce Chapitre 
(p. 1 14) par la masse m du point auquel elle s'applique, et que 
Ton ajoute membre à membre les équations ainsi obtenues 
pour tous les points matériels du système, il vient 

S'^T?^ " ^« {(^osp^m ^ - cosv^)''' -^j -^ 2/7iX - 2/iiX/, 

d'où, en désignant par Xt, /„ 3, les coordonnées du centre de 
gravité de la masse totale M, 






(riz dr\ 

cosp.M-^ — cosy.M -j^\ -h ImX — 2wX^, 



équation dans laquelle les actions mutuelles disparaissent. Or 
les forces d'entraînement, prises en sens contraire, n'étant 
autre chose que les forces d'inertie des points ci-dessus, con- 
sidérés comme faisant partie du système invariable (S), sont 
égalesàla projection, sur l'axe des or, de la force d'entraînement 
du centre de gravité, en y supposant concentrée la masse M. 
Il résulte de là que le centre de gravité d'un assemblage de 
points matériels se meut par rapport au système invariable (S) 
comme un point unique oà serait concentrée la masse totale M 
en y supposant appliquées toutes les forces extérieures agis" 
sant sur cet assemblage. 
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134. Équations générales du mouvement relatif d* un corps 
solide assujetti à tourner autour d'un point faisant partie du 
système. — Supposons que les axes Ojt, Oj, Oz soient les 
axes principaux d'inertie du corps solide, passant par le point 
relativement ^me 0. • 

Soient 

A, B, G les moments d'inerlie principaux du corps corres- 
pondant aux axes 0^, Oj, Oz; 

oru,, 311/^, JÏL, les moments par rapport aux mêmes axes des 
forces qui sollicitent le corps; 

M la masse du corps; 

Ug, Uyj Ug les composantes suivant Ox, Oj, Oz de l'accélé- 
ration d'entraînement du point ; 

a, b, c les coordonnées du centre de gravité de M; 

n, p, q les composantes de la rotation relative w du corps, 
suivant Ox, Oj, Oz. 

Quant à la signification des autres notations, nous renver- 
rons aux n°» 43 et 93 de la première Partie. 

Nous avons vu (57) que l'on peut considérer un corps 
solide libre comme tournant autour d'un point fixe 0, en joi- 
gnant, aux forces extérieures, la force, prise en sens contraire, 
due à une accélération égale à celle du point que posséderait 
le centre de gravité où toute la masse se trouverait concentrée. 

Si donc nous posons 

M (bu, - cu^) = DVJ^, M (67/, -au,) = OTly , M{aii^ - bii^ ) = ^^ , 

l'équation du mouvement absolu de rotation du corps, cor- 
respondant à Taxe Ox, a pour expression 

(a) A î^ -4- (C ~ B)/.,7« = 01^, - OK^ , 

et pour obtenir l'équation équivalente dans le mouvement re- 
latif, il suffit d'y remplacer na, pay qa> -jj-i -^j dT^^^ ^^""^^ 

valeurs en fonction de n, p, q,-Tj^ -^j ~n^^ ^^^ éléments du 
mouvement d'entratnement. 
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On a d'abord 
puis (n* 93, première Partie) 

L'équaiion [a) devient donc, en ayant égard aux valeurs {b) 

et (c), 

- JÏL,^aTt;-[A^,4- (C-B)/.,7,-^7/>,(A-hC^B) -;,^.(A^B~ C)], 
et de même 

(0 (b^-^(a-C)./. 

=:OKy- an^- [B^^-H(A-C)y,/i,-h/i7.(A-f-B - C) -7w.(B-r-C-A)], 

cg + (B-A)/i/. 
= OTHz - aiv; — [C oi»,-!- (B ~ A) n^p^-^pn^ (B -hC-A) - /i/?.(A-f- C — B)]. 

Telles sont les équations générales du mouvement relatif 
d'un corps solide assujetti à tourner autour d'un point fixe 
dans le milieu auquel on rapporte le mouvement. Ces équa- 
tions, dans lesquelles on devra remplaceras» o^-» X», n^, p,y q^ 
en fonction de v«, xs», x«» V^^ seront, en général, des données 
relatives au mouvement de (S), sont spécialement applicables 
au mouvement relatif d'un solide autour de son centre de gra- 
vité; dans ce cas, les moments OTt^^, OlLy, 3^11/^ sont nuls. 

Si OH'x, Oriy, ^z représentent les moments par rapport aux 
axes Ox, Oj, Oz des forces apparentes qu'il faut introduire 
pour ramener la considération du mouvement relatif à celle 
du mouvement absolu, on a 

/ ^;_-._oiL;^-^[AX,-f-(C-B)/>.7,-H^/>,(A + C-B)~^7,(A-^B- 

(a) I 2f^y =-0TU;-[BJl>^H-(A-C)7,/2,-+-/i7,(A-f-B-C)-y/».(B-+-C. 

^' = -^;~[GX,-f-(B-A)/2,;.,+ /7/i,(B-hC-A)-/i/..(AH-C- 
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Soient S el 6, le travail des forces extérieures agissant sur 
le solide et ie travail des forces d'entraînement, le principe 
des forces vives donne 

(2) An^-+- B/?*-h C7* = aS — aCs^-f- const., 

relation que Ton devra substituer à une des équations (i) lors- 
que l'on saura trouver les intégrales représentées par © et Se. 
S'il s'agit d'un solide entièrement libre, pour lequel n, p, q 
représentent les composantes de la rotation apparente autour 
du centre de gravité, on a, d'après un autre principe (41), en 
appelant V la vitesse relative de ce centre, 

(3) Xn^ -f- B/?^ ■+- C7* -f- MV* = 2^ — aS, -h const. 

S, 6, désignent ici les travaux des forces extérieures et d'en- 
traînement dans le mouvement relatif général du solide. 

Dans certains cas, il pourra être avantageux de remplacer 
Tune des équations (i) par celle qui résulte de la projection 
des moments des forces sur une droite fixe dans le milieu (S), 
faisant avec les axes Ox, j, Oz les angles variables a, (3, y, 
et avec OX, OY, OZ les angles constants ô^ yj, e. Les moments 
des quantités de mouvement estimées suivant Ox, Oj, Oz 
étant An, B/?, Cg, il vient 

— (A/î cosa -h B/? cos6 -H C7 COS7) 

-: (DIL^ 4- OIL^) cosa 4- (31L^ -4- DIL^) 'cosp -+- ( Dit, -h OIL'; ) cosy, 
ou 

-r- ( A/Z cosa -h B/? COSP -t- C</ COS7) 

= [OllL, - DIL;^- AX^ - (C - B)/^,7J cosa 
H- [OÎL^ - 2f\Cy - - BoJlo^ - ( A - C) //,7J cosp 
4- [OTL, — oïl; - ex, - (B — A) /?,/?,] COS7 

— (B H- C — A)/z^(/?cos7 ~ <7C0sP) 

— (A4- C — B)/>^(7cosa — /ZC0S7) 

— (A-h B — C) y^ ( /2 ces p —/? cosa). 

On substituera, dans cette équation, à cosa, cos(3, cosy 



(4) 
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leurs valeurs en fonction de cosi, cos/j, cose, Urées des for- 
mules du n® 93 de la première Partie, dans lesquelles on 
remplacera respectivement n*, /?*, ?« par les trois premiers 
cosinus, et v*, tt», %, par les trois derniers. 

135. Formules relatives au mouvement apparent des corps 
solides à la surface de la Terre. — Pour obtenir les formules 
applicables aux mouvements apparents des corps à Ja surface 
du globe, il suffit de supposer, dans ce qui précède, que (S) 
représente la Terre. 

On a d*abord 

^La vitesse angulaire de la Terre étant très-petite, on peut en 
négliger le carré, et par suite les termes/?, je, "•/?•> /?*?•• 

Du pendule composé. — Supposons que le corps soit uni- 
quement soumis à Faction de la pesanteur et que Taxe prin- 
cipal d'inertie Oz passe par son centre de gravité ; appelons 
/la distance de ce centre au point relativement fixe 0. 

Nous prendrons pour parties positives des axes relativement 
fixes OX, OY, OZ la portion de la méridienne dirigée vers 
l'équateur, celle de la tangente au parallèle, dirigée dans le 
sens de la rotation d'entraînement, c'est-à-dire de l'occident 
vers l'orient; enfin, celle de la direction du fil à plomb située 
au-dessous du plan XOY. 

Nous aurons d'abord, i^ étant la latitude du lieu, 

^=w,cosX, rs^=o, x* = w^sinX, 

et les formules du n" 93 de la première Partie se réduisent ici à 

!n^ = w^ [( cos^ cosAJ* H- sin <}> sinAp cosô) cos> — sinX sinô sin-J/], 
p^ — w^[(cos<psin^ — sinf cosJ> cos9) cosX-HsinXsin9 cos^], 
q^ — «^[^cosXsinOsin^ -+- sin> cosô]. 

Si l'on se rappelle que la valeur de l'accélération de la pe- 
sauteur, observée en chaque point de la Terre, comprend Tac 
célération d'entraînement prise en sens contraire, le princip( 
des forces vives donne 
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O99 n^y P99 9o désignant les valeurs initiales de 9, n, p, q eiM la 
masse du corps. 

Les quantités aH, — 311/^, Dïiy — DXCy, Dïi. — DVJ^ sont les 
moments par rapport aux axes Ox, Oj, Oz de la résultante 
de l'attraction terrestre et de la force d'inertie correspondant à 
l'accélération centripète d'entraînement du point O, supposée 
transportée, ainsi que toute la masse M, au centre de gravité G 
du corps. Mais comme les dimensions des corps que nous con- 
sidérons à la surface de la Terre sont relativement très-petites, 
on peut, sans erreur sensible, regarder comme égales les accé- 
lérations centripètes d'entraînement en et G; ce qui revient 
à supposer que OU, — DVJ^,., JÏL^ — 31ly , Dïiz — DIL'^ représen- 
tent les moments du poids du corps tel qu'on l'apprécie au 
lieu de l'observation. La dernière des formules (i) devient 
ainsi 

(i') c'^-f-(B~A).//.= -/i,/>(B4-C-A)H-/7/7,(A + C-B). 

Enfin, nous prendrons pour troisième équation celle des 
moments par rapport à la droite OZ ou 

1 — ( A/z cosa -+- Bp cosp H- C<7 COS7) 

(4'j • ; = — (Bh- C — A)/?^(/?cos7 — <7C0sP) 

— (Ah- C — B)/?^(7COsa--/?cos7) 

— (A H- B— C)<7^(/zcosp-— /?cosa), 

et, par des substitutions faciles à faire et qui n'ont que l'in- 
convénient d'être assez longues, les équations (5), (i'), (2'), (4') 
donneront les équations différentielles en 9, vp, 9, t, dont le 
problème dépend. 

L'élude du mouvement apparent d'un corps solide pesant, 
autour d'un point fixe sur la Terre, ne conduit à quelques ré- 
sultats simples que lorsque ce solide est de révolution autour 
de l'axe Oz. Aussi nous bornerons-nous à poser les équations 
définitives du mouvement qui se rapportent à ce cas particu- 
lier pour lequel les transformations analytiques intermédiaires 
présentent de notables simplifications. 
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L'hypothèse A == B réduit l'équation (i') à 

Or np, — prie n'est autre chose que la projection sur 2 de 
l'accélération angulaire composée (91 > première Partie), et> 
pour l'obtenir, on peut substituer aux axes Oxy Oy la consi- 
dération des droites rectangulaires OA et OB (^S, première 
Partie) situées dans le même plan. En supposant ()/ = dans 
les deux premières formules (5), on obtient 

w^cosfpcosX, w, (— sin^cosOcos^ ■+- sin0sin>) 

pour les composantes de &>« suivant OA et OB, par suite 

np^— pn^ = rw^ (— siiKp cos9cos> -h sinô sin>) — jw^cos^ cos> 

= w J ~ cosA ( cos<})Sin9 — -i-sin<pcos9-7- ) -+- sinAsinô-y- h 

àq l ^ r/sin<psin9 . . r/cosô\ 

--'- zzr w ( — COSA ^ sin A 5 — ) , 

dt '\ dt dt ) 

et, en intégrant, 

(i") q= q^-^ w^cosX (sin ^j sin 9^ — sinf sinô) -+- 6>^sinX (cosô^ — cosô). 

La formule (2') devient, en remarquant que 

ei, en négligeant le terme en wj dans la valeur de Cç', 

( A ^Ji -+- sin^ô '^\=r 2Mg/(cos0- COS0.) + A (rj -+- ^J) 

^^ M — 2C<7jW^[co9^(sin<p,sin0j,— sin^psinô) 

\ H- sin> (cosôj — cosô)] 

Occupons*nous maintenant de la transformation de la for* 
mule (4O9 qui devient, dans le cas actuel, 

^[À(/2Cosx -h/?cosP) -h C^cosy] 

^^' > = — C[/î^(/?C0S7 — ^COSP) -+-/^^(<7C0Sa — «C087)J 

— (2A— C) ^^(AïCOSp — /?COSa). 
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La projection /icosa + pcos|3 surOs de la rotation u^ estimée 
dans le plan xOy, se réduit évidemment à celle 

5. sinô = ~sîn*ô 
dt 

de Sy et comme y -- 0, on a 

A (/îcosa H-/;cosP) H- C<7Cos9 = Asin'9 ~ -hC^cosô. 

11 est facile de reconnaître que le second membre de l'équa- 
tion ((3) est indépendant de la position des axes OxetOz 
dans le plan x Oj; à cet effet, portons, à partir du point dans 
un sens convenable, sur la perpendiculaire en ce point au 
plan déterminé par OZ et tù, une longueur F égale au double 
de Taire du triangle ayant pour côtés l'unité et g<)« dirigés 
suivant ces deux directions. On a, en appelant r^, F^, F. les 
projections de F sur Oa:, Oj, 0^, 

/^cosy — ^cosp = r^, ^cosa — /ZC0S7 = r^, /icosp — /?co8a = r^, 

et /i,Fx-f-/?»Fj^ n'est autre chose que le produit des projections 
de û), et de F sur le plan xOy^ multiplié par le cosinus de 
leur angle. Nous pouvons donc substituer aux axes Ox, 0/ 
les droites OA et OB, ou supposer 

^/=o, a = 9o«, p = 9o'»-0, 7-Ô, 
q^ = w, (cosôsinX -t- cos^sinipsinô), 

remplacer ntip par 

r = -r et ^ = -r^sinO, 
dt dt * 

We et p^ par 

et 

w^(— sinycosôcos). H- sinôsin^). 

11 vient ainsi, pour le second membre de l'équation (|3), 

— w^C cosycosXfsinôcosÔ-^ — <7sin0 j 

-- ( — sin<pcosô cosX -+- sinôsinX) cosô y 

- [•ik — C) w^sinô -j- (cosôsinX h cos^siiKpsinO), 
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et, en réduisant et négligeant le carré de &)„ 

. d . 9^ fi , • ^ V * 

dt di^^ ' ' 

^ dco»B -, fn ' n n ' -fi r/cOSÔ 

= ~- ^7, — j ^- w,co8 A ( Cy^smOcoâflp — Csiny^sinô^, —z- — 

(3'*) / "' \ ^ 

— 2Asin'9sin5p-T-j 

— Cw^smAcosO. — 3 — • 

' ^ dt 

Si, comme dans l'expérience exécutée par Foucault au Pan- 

théon, -r est assez petit pour qu'on puisse le négliger devant 

Tunité dans les termes en coe, la rotation initiale q. étant d'ail- 
leurs nulle, les formules (2") et (3*') se réduisent aux sui- 
vantes : 

dp "^ ^'° ® 1?^'^ ^^^^® ~ ^^^«^ "X ' 
-j sin^ô^ («p -H w,sin^^) = — 2w,cos>>8inysin^Ô —? 

qui sont celles qui se rapportent au mouvement oscillatoire 
d'un pendule simple ayant pour longueur ^rr-.* 

Du gyroscope. — Supposons maintenant que le point Gxe 
du corps coïncide avec son centre de gravité ou que /= o. 
Dans celle hypothèse, les formules (i'^), (2"), (S'^) ne sup- 
posent pas nécessairement que le plan XOY est horizontal; 
il nous suffit d'admettre que, ce plan étant choisi arbitraire- 
ment, le plan XOZ est parallèle à l'axe de la Terre, et que X, 
cessant de représenter la latitude, est l'angle que forme cet 
axe avec OX. 

La formule (2") devient 

^ ^ — — 2C<yjW^[cos^(sin<p,,sinOj— sinysinô) 

-+- sin> (cosQg— cosO)] h- A (rj -h si ). 
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Si nous supposons que la composante q. de la rotation initiale 
soit considérable, nous pourrons, sans erreur sensible, réduire 
la formule (3") à 

fù dt '• dt 

En intégrant et remarquant que 

\dt)^ sin6.' 
il vient 

d'à 

(3'^) Asin'ô -^ = Cr/, (cosô.- cosO) -h As,sm9,, 

Si nous prenons OZ parallèle à Taxe de la Terre, on a 3l=9o% 
et (2"') devient 

et, en éliminant <p entre (3*') et (y), 

;^ = îi'^7aÂ(C0SÔ-C0SÔe) 

W { ' rc 



[5 ^o(co3Ô, — cosO) -h 5,sinÔ J 
Sïïë ]-^'i 



-+- ^é- 



A Tinspection des formules (3'"), (y), (à) on reconnaît que 
la loi du mouvement est la même que pour un solide pesant 
de révolution, dont un point de Taxe est fixe sur la Terre sup- 
posée immobile; Taxe du corps oscille dans le plan mobile 
passant par OZ entre deux limites que Ton déterminera faci- 
lement. 

Dans le cas particulier où *o = 0, To = o. Tune de ces limites 
est do; Tautre est donnée par 



C7. /ros9„-— cosô\ 



Soit = 9o-h e, e étant d'un même ordre de grandeur que We, 
il vient 



* Asinô^ 
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et pour récart maximum 

Âsind. 
g = ~ i(a —- — . 

Celte valeur, étant de signe contraire à 9., conviendra tou- 

jours; car, pour <]ue-7- soit réel, il faut que décroisse ou 

croisse à partir de do> selon que qo est positif ou négatif. 

En général. Taxe du corps ne deviendra jamais perpendicu- 
laire à XOY, à moins que 

C(7,cos0,-h AfjSinô, = C^,. 
Dans ce cas, l'équation (3*') devient 

et réquation (d) 

ri9 



ï = 27.C0,- (cos9 - cosôo) - -^ (^tang' - - tang' ^j 



et une discussion simple permet de déterminer les autres 
conditions à remplir pour que l'axe passe par OZ. 

Si 0. = o, le corps est en équilibre relatif, car les for- 
mules (y), {à) ne peuvent être vérifiées que par = 0^ — o. 

Admettons maintenant que Taxe du corps soit assujetti à 
rester dans un plan fîxeXOY, ce qui suppose que Ton exerce 
en un point de cet axe une pression normale au plan d'une 
énergie suffisante. Les formules (i'^) et (1") peuvent encore 
recevoir ici leur application en y supposant =90° et r, ==:o; 
mais on ne pourra plus prendre l'équation (ô), parce que le 
terme en ç„ par rapport auquel nous avons négligé ceux en w, 
dans l'équation (3''), est nul, et il faudrait nous reporter à 
cette première équation; mais la formule (2'') suffît pour ré- 
soudre le problème; elle donne en effet 

^ ^ - îi j^/o^e (sin?. - siny) cosX -f- s^ 

et comme 9 est ici le complément de l'angle que forme l'axe 
du corps avec OX, il s'ensuit que la première de ces droites 
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doit osciller, de pari et d'aulre de la seconde, comme un pen- 
dule simple de longueur égale à Tunité, soumis à l'action d'une 

force constante parallèle à OX, égale à -^ oa^cosA, el dont s^ 

serait la vitesse angulaire initiale, ce qui donne Texplication 
du gyroscope de Foucault. 

Mais on peut arriver plus simplement aux résultats ci-des- 
sus en composant directement, comme nous allons le faire 
maintenant, les forces centrifuges composées. 

136. De la réduction des forces centrifuges dans lesmouve^ 
ments relatifs angulaires des solides de révolution. — Soient 

w' la vitesse angulaire d*un solide de révolution de masse M, 
mobile autour de son axe de figure kx [Jig* 66), entraîné 
lui-même dans le mouvement d'un système invariable (S); 

A le moment d'inertie de M par rapport à cet axe; 

ku la parallèle à l'axe instantané de rotation de (S), menée 
par un point quelconque A de kx\ 

co la rotation instantanée de (S); 

a l'angle ukx\ 

ky la perpendiculaire en A à kx dans le plan ukx\ 

kz la perpendiculaire au même point à ce dernier plan. 

Fig. 66. 




Nous supposerons, comme d'habitude, que les rotations w', 
w ont lieu de la gauche vers la droite pour l'observateur cou- 
ché suivant kxy ku, en ayant les pieds en A. 

La force centrifuge composée correspondant à un point ma- 
tériel m de M étant la résultante des forces analogues relatives 
aux composantes cocos a, cosina de on, estimées suivant kx et 

28 
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la perpendiculaire A/ à kx dans le plan ukx, on est ramené 
à étudier séparément chacune de ces rotations partielles. 
Soient 

mm' y m^rr!^ deux diamètres symétriques par rapport à la 
trace pq de son plan sur xky de Tune des circonférences 
matérielles dans lesquelles on peut décomposer le corps; 

le centre de cette circonférence; 

n la projection de m sur pq. 

Les forces centrifuges composées résultant de la rotation 
partielle eucosa autour de kx s'entre-détruisent; car celles de 
ces forces qui se rapportent aux molécules m, m\ dirigées 
toutes deux suivant mm\ sont égales et de sens contraire. 

Les forces centrifuges composées de m, m, et m\ , m' corres- 
pondant à la rotation eusin a autour de Âj se réduisent à deux 
couples identiques par rapport au plan/Aa:, dont les forces, 
parallèles à kxy ont pour expression 2m.&)(i)'sina.0/i. Il suit 
de là que les forces centrifuges composées des points de la cir- 
conférence matérielle mxmm' rri^y et par suite de tout le corps, 
se réduisent à un couple situé dans le- plan ykx; en prenant 
les moments par rapport à Az, on obtient, pour le moment 
du couple résultant, 

— 2ww'sina2/w.0/i = — ww'sina2/w.0/w = — Aww'sina. 

Si sur Taxe kx on porte une longueur quelconque AB = /, 
à partir du point A, ce couple sera équivalent au couple formé 

par deux forces parallèles constantes — F, F égales à — - — 

agissant respectivement aux points A et B et dont la première 
est dirigée suivant le prolongement de ku. 

En supposant que (S) représente la Terre, que le centre de 
gravité A du corps soit relativement fixe, ce corps se mouvra 
autour de Au, en suivant la même loi qu'un solide pesant de 
révolution autour d'un point de son axe, dont le moment d'i- 
nertie et la vitesse angulaire relatifs à cet axe seraient A etw'j 
et dont le moment du poids par rapport au point fixe serai! 
AûJGi)'. Dans le cas où la droite AB serait assujettie à restei 
dans un plan formant, avec Au, un angle /, le corps M, obéis- 



MOUVEMENT PAR RAPPORT A UN SYSTÈME INVARIABLE. 4^^ 

sani aux composantes Fcosz, — Fcos/ de F, se mouvrait comme 
un pendule, la droite AB oscillant de pari et d'autre de la pro- 
jection de A M sur le plan. Ces résultats sont conformes à 
ceux auxquels nous avons été conduit par l'Analyse. 

Dans ce dernier cas, et pour de petites oscillations, la durée 
de chacune d'elles est donnée par 



T = TT k :: 

Y Aww 008/ 



C étant le moment d'inertie du solide par rapport à toute droite 
passant par le point A et perpendiculaire à kx. Le temps T 
atteint son minimum 



"^''Vâv;; 



lorsque /==o; c'est ce qui a lieu en prenant, par exemple, 
le méridien pour plan directeur. Si / = 90°, on a T = âo , et, en 
effet, l'équilibre est indifférent. En prenant l'horizon pour plan 
directeur, / est égal à la latitude X, et il vient 



/ C 
Y Aww'cosX 



Les considérations précédentes peuvent faire naître une 
objection qu'il est bon de prévenir; le mouvement apparent 
du corps n'est pas dû seulement au moment Aww'cos /, mais 
encore aux forces centrifuges composées agissant sur toutes 
les molécules du mobile dans son mouvement commun avec 
son axe, et de plus &)' est variable ; or la vitesse angulaire de 
rotation de la Terre est très-petite, et la variation de w' et la 
vitesse angulaire de l'axe de rotation sont du même ordre de 
grandeur que le produit de &) par le moment ci-dessus, c'est- 
à-dire de l'ordre de &)' ou de quantités que l'on peut négliger 
sans erreur sensible. La valeur ci-dessus de T doit donc être 
considérée comme exacte; elle coïncide d'ailleurs, aux nota- 
tions près, avec celle que l'on déduirait du numéro précédent 
et de la loi du mouvement pendulaire. 

La rotation ûj étant très-faible, les durées d'oscillations se- 

28. 
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ront très-grandes. On en diminuera la longueur en réduisant 

Q 

autant que possible le rapport -^ ou en employant un solide 

de révolution annulaire ou très-aplati. En supposant, par 
exemple, que le corps tournant soit un ellipsoïde de révolu- 
tion aplati, dans lequel le rapport des axes soit -^ 9 que ce tore 
fasse 2000 tours par minute, on trouve que T'= o"57». 

137. Méthode mixte basée simultanément sur les théories 
des mouvements absolus et relatifs pour arriver aux formules 
relatives au gyroscope.— Supposons que sur la Jig. 58, p. 356, 

OV représente la parallèle à Taxe de la Terre mené par le 
centre de gravité relativement fixe du solide de révolu- 
tion; 

Ox l'axe de révolution; 

OÇ la perpendiculaire en dans le plan \0x; 

Or} la normale au même plan ; 

n, r, s les composantes de la rotation instantanée relative du 
corps suivant Ox, On, OÇ ; 

ao la valeur de a considérée comme initiale pour laquelle r, s 
sont nuls, n« étant la valeur correspondante de n; 

A, B les moments d'inertie du corps par rapport aux axes prin- 
cipaux Ox, OÇ ou On. 

La rotation du corps, dans l'espace absolu, estimée suivant 
Ox, ou /i + ci)COsa, restant constante, on a 

^* • 

[a) n = n^— «(cosa — cosaj. 

D'autre part la résultante de la pesanteur et de la force cen- 
trifuge étant considérée comme passant par le centre de gra- 
vité 0, la force vive dans le mouvement relatif reste constante; 
par suite 

A/i'-hB(r^-hj') =A/iJ, 

d'où, en négligeant le carré de co, 

B(r'4- s*) = 2A/î,w(C0Sa — COSap). 
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Supposons d'abord Taxe Ox assujelli à se mouvoir dans un 
même plan, faisant avec OV l'angle (3, et soit cp l^ngle formé 
par Ox avec la projection de OV sur ce plan, on aura évi- 
demment 

r'-^^'— -^) cosa = cosScosflp; 

par suite 

(^) =^-^«*cosP(cos<p-cos<p.); • 

ce qui donne la loi du mouvement pendulaire, conformément 
à ce que nous avons trouvé plus haut. 

Si Taxe Ox est complètement libre autour du point 0, il 
faut établir une nouvelle relation que nous obtiendrons en 
exprimant que, dans le mouvement de rotation autour du 
point dans l'espace absolu, la somme des moments des quan- 
tités de mouvement par rapport à OV reste constante, et l'on a 

A(/i -f- wCOSa)cosa -HB(.y-f- wsina)sina 
= A(/î„-l-ft)COSaJcosa^-»-Bwsin*ap, 

d'où, en éliminant n au moyen de la relation (a), 

Bfsina = A(/?(,-H wcosa^)(cosa^j — cosa) -+- Bw(sin*a^— sin'a); 

la rotation no étant supposée très-rapide par rapport à cù, on 
peut dans cette équation négliger ûj devant n^ et écrire tout 
simplement 

(c) B^sina = A/1 Jcosaj,— cosa). 

Les formules (b) et (c), comme il est facile de le recon- 
naître, ne sont autre chose que celles du mouvement d'un 
solide de révolution pesant autour d'un point de son axe, ce 
qui est conforme à ce que nous avons trouvé précédemment. 

138. Théorie de l'appareil pendulaire de M. Sire. — Cet 
appareil se compose d'un pendule formé d'un tore dont les 
pivots sont maintenus dans une chappe relativement très- 
légère, se terminant à la partie supérieure par un couteau de 
suspension, de direction perpendiculaire à celle de l'axe du 
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lore. Le support du couteau est fixé excentriquement à une 
pièce horizontale que nous désignerons par (S), et à laquelle 
on peut imprimer un mouvement de rotation plus ou moins 
rapide autour d'un axe vertical. On peut rapprocher ou éloi- 
gner l'appareil pendulaire de Taxe de rotation et orienter 
d'une manière quelconque, par rapport au plan méridien ^ 
le plan d'oscillation qui est défini par l'axe de rotation et le 
milieu du couteau de suspension dont la verticale, lors du re- 
pos absolu des différentes pièces de l'appareil, passe par le 
centre de gravité du pendule ou par le milieu de l'axe alors 
horizontal du tore. 

Si, le plan d'oscillation coïncidant avec le plan méridien, on 
imprime à ( S) un mouvement de rotation, le pendule, en vertu 
de la force centrifuge, s'éloigne de l'axe; mais si le tore est 
lui-même animé d'un mouvement gyraloire, selon que la ro- 
tation de (S) a lieu dans un sens ou dans l'autre, le pendule 
s'éloigne ou se rapproche, malgré la force centrifuge, de l'axe 
de (S), et peut même arriver à prendre une position sensible- 
ment horizontale; toutefois le pendule ne parvient à se rap- 
procher de l'axe de (S) que lorsque la vitesse angulaire de 
celte pièce ne dépasse pas une certaine limite, relativement à 
la rotation propre du tore. 

Soient 

w, w' les vitesses angulaires respectives de (S) et du tore ; 

A, M le moment d'inertie du tore par rapport à son axe de 

rotation et sa masse ; 
/ la distance de son centre de gravité au couteau; 
p la distance de l'ax'e de (S) à l'axe de suspension du pendule. 

Nous négligerons dans ce qui suit la masse de la chappe en . 
raison de son faible rapport à celle du tore. 

Considérons le cas ou le plan d'oscillation coïncide avec le ; 
plan méridien ; au moment où l'on imprime à (S ) son mouve- : 
mentgyratoire, les forces centrifuges composées, développées '^ 
sur les différents éléments matériels du tore, résultant de là j 
rotation relative de ce dernier par rapport à (S), se réduisent ai 
un couple compris dans le plan d'oscillation dont le moment^ 
a pour expression A&jot)' (136). Ce couple tend à éloigner ou^ 



I 
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La composante, suivant Ox, de la force centrifuge due au 
mouvement d'entraînement (S) d'un point matériel quel- 
conque m du tore est 

6)^/1/ (pCOSa — x). 

Le moment total de la force centrifuge par rapport à T^xe 
de suspension Ox a> par suite, pour valeur 

— w^2/7ï (p cosa — x) z = (ti^lmxz — w'p cosaM/cosO. 

Soient x', z' les coordonnées du point m rapporté à une 
parallèle Ox^ à Taxe du tore et à OG, on a 

X = j:' cos -h z' sin 0, 
z = — or'sinô -h z'cosO, 

d'où 

attendu que OG, axe principal d'inertie du tore par rapport à 
son centre de gravité, jouit de la même propriété relative- 
ment à un point quelconque de la direction. Or 

2/w (x"-i-x'') =z B, 
d'où 

L'expression du moment dû à la force centrifuge est donc 

sin'O (A -h M/' — B) — w'Mp/cosa cosô, 



w' 



et l'on a, pour l'équation du mouvement du pendule, 
d'9 



dt' 



(B-4-M/^) 

= Aww'cosô— Mg'/sinOH (A — B-f- M^einaO — oa'Mp/cosacosO. 

Il reste à substituer, dans cette équation, la valeur de &>'. 
Or la rotation insununée, dans l'espace absolu du tofe autour 

de son centre de gravité, se compose des rotations «, &>', ^ \ 
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6 l'angle variable formé par la direction de celte disunce avec 

la verticale; 
g l'accélération de la pesanteur; 

p la distance du milieu de l'axe de suspension à l'axe de rota- 
tion de (S); 
a l'angle aigu formé par p avec le plan méridien; 
SD la vitesse angulaire constante de (S); 
ta' la vitesse angulaire relative du lore autour de son axe 

variable, comme nous le verrons plus loin; 
R la valeur initiale de u' ou la rotation imprimée au tore. 

Nous supposerons que le sens relatif des vitesses angulaires 
u, u' est tel, que le pendule se déplace en se rapprochant de 
l'axe de (S). 

Le moment par rapport à l'axe de suspension dû à l'inertie 

se réduit à (B -t-M/*) -j—i car, de la variation de»', résulte un 

couple dont le plan passe par cet axe. 
Le moment pareil de la pesanteur a pour expression 

Les axes de u, u' faisant entre eux un angle égal au com- 
plément de Q, la force centrifuge composée résultant de u 
donne le moment Auu'cosd (136); quant aux composantes de 
ta vitesse relative des différents points du tore, dues à la rota- 
lion -T- autour de l'axe de suspension, elles ne donnent que 

des forces centrifuges composées, parallèles à cet axe, dont 
les moments sont par suite nuls. 

Cherchons maintenant à évaluer les termes auxquels donne 
lieu la force centrifuge; concevons le plan horizontal passant 
par l'axe de suspension et prenons pour origine des coordon- 
nées le pied de la perpendiculaire GO, abaissée du centre 
de gravité G du tore sur cet axe. Soient 
A, Ox les traces sur ce plan de l'axe de rotation de (S) et 

du plan d'oscillation; 
0/ la perpendiculaire à Ox dans le même plan horizontal; 
Oz la portion de la verticale du poinipaj^easou^^e 
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La composante, suivant 0:i:, de la force centrifuge due au 
mouvemenl d'entraînement [S) d'un point matériel quel- 
conque m du tore est 

Le moment total de la force centrifuge par rapport à l'ane 
de suspension O7* a, par suite, pour valeur 

— 0)'2ra(pC0Sa — x)ï = ùj'Sma^S — oi'p COSaM/COgfl. 

Soient x', s' les coordonnées du point m rapporté à une 
parallèle Ox' à l'axe du tore et à OG, on a 



attendu que OG, axe principal d'inertie du tore par rapport à 
son centre de gravité, jouit de la même propriété relative- 
ment à un point quelconque de la direction. Or 

Sm{x"-t-i"] = A--^-tlP, 

d'où 

l«t(î"-x")-=A + M/'-B. 

L'expression du moment dâ à la force centrifuge est donc 

— sin'fl [A + M/"— B) — M'Mp/cosa COsS, 
et l'on a, pour l'équation du mouvement du pendule, 

= Avai'coB6—TSgtsm9+ — (A — B-h Mi'jeinaS — u'Mp/cosacosfl. 

■ Il reste à substituer, dans cette équation, la valeur de &>'. 
Or la rotation instantanée, dans l'espace absolu du tofe autour 

de son centre de gravité, se compose des rotations u, u , -jr ; 
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sa composante suivant Taxe du tore est &>'-+- cosin a; mais elle 
est constante, puisque le tore supposé libre n*est soumis 
qu'à Faction de son poids et des réactions des crapâudines de 
la chappe qui rencontrent son axe, en négligeant toutefois les 
frottements. On a donc 

»'-f- wsinO = 77, 
d'où 

w'= n — eosinO, 

et Ton a enfin, pour l'équation du mouvement pendulaire, 

= (Aw/î — w'Mp/cosa) cosO — Mg'/sinG h- — sin»G(M/'— B), 

En multipliant cette équation par c/d, puis intégrant, en 
remarquant que -jr =o pour = o, il vient 

= (Aw/i- w'Mp/cosa) sinô - aM^/sin»-- + -(M/»— B)sin»Ô('). 

Pour une valeur très-petite de 0, le second membre de l'é- 
quation (2) se réduit à 

&)0(A« — &)Mf»/C0Sa), 



(^) On peut arriver immédiatement à cette formule, en exprimant que le 
demi-accroissement de la force vive est égal à la somme du travail de la pesan- 
teur et de la force centrifuge. En effet, la force vive du système étant égale à 
la force vive due au mouvement du centre de gravité, augmentée de celle qui 
résulte du mouvement de rotation autour du centre , il vient, pour son demi- 
accroissement, 

i(BH-M/«)^'-h-A(«'«-/i»). ji 

Le travail dû à la pesanteur est — M^/(i — cos9); le travail de la force 
centrifuge est égal à la moitié du produit du carré de la vitesse angulaire u 
Taccroissement du moment d'inertie par rapport à l'axe de rotation de (S);< 
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et, pour que le mouvement ait lieu dans le sens supposé, il 
faut que cette expression soit positive ou que 

n ^ Mp/ 

- >— f-COSa, 
0) A 

ce qui s'accorde avec ce que nous avons trouvé plus haut 
dans le cas de a = o. 
De réquation (2) on déduit 



2 



1^ / B^M/' 

\/ sin-jcos-^A«w--w'Mp/cosa) — sin-l Mg^/— w'cos'-(M/'— B) Il 

en prenant le signe -h ou le signe —, selon que rfô est po- 
sitif ou négatif. 

Pour de très-petites valeurs de 0, le dénominateur de la 
fraction sous le radical est positif, et le pendule doit s'écarter 
de la verticale dans le sens supposé, jusqu'au moment où ce 
dénominateur s'annule; la valeur correspondante 6' est la plus 
petite racine de l'équation 

(4) A/îw — Mw'p/cosa — tang- Mg^/ — &)*cos'-(M/'— B) = o. 

A partir de cette valeur, le pendule doit rétrograder jusqu'à 
la verticale, devenant négatif, pour exécuter ensuite une 
oscillation identique à la première, et ainsi de suite. 

Les valeurs de d correspondant aux positions d'équilibre du 



or, le moment d'inertie correspondant à la verticale du centre de gravité est 
A sin*9 + B co8*0, et par rapport à l'axe ci-dessus 

Asin'ô -\- Bcos'ô -f- M(/'sin«ô -f- /d*— ap/sinô cosa); 

d'où il suit que Ton a 

-(B -h M/«) ^' -h - A(û>'»- /i«) 

= — M^(i — cosô)-+- — [(A-+-M/'— B)sin'6l — aM/j/sinôcosa], 



et, en remplaçant ea' par sa valeur, on retombe sur la formule (a). Mais cette 
méthode, quoique plus expéditive, ne met pas en évidence la cause première 
du phénomène, et la précédente nous parait préférable. 
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pendule s'obtiendront en égalant à zéro le second membre 
de réquation (2), ce qui donne 

(5) A/iw — w'Mp/cosa— tangO[Mg'/— »»cos'0(M/' — B)] = o. 

Pour 6 = o et 6 = 90*, le premier membre de cette équation 
prend des valeurs de signes contraires; d'où il suit qu'elle a 
une racine 9' inférieure à go degrés, et qui, d'après la nature 
de la question, doit correspondre à l'équilibre stable. 

Il est clair qu'il existe une valeur de &) pour laquelle l'é- 
cart 6" est le plus grand possible. Pour la déterminer, il sufOt 
de différentier l'équation (5) par rapport à gj, ce qui donne 



(6) A/2 — 2wMp/cosa -h a«{M/'— B)sin0 = o, 

d'où 

A/î 



aMp/cosa — (M/'— B)sinO 

En retranchant du double de l'équation (5) l'équation (6) 
multipliée par c>), on trouve 

A«&) — aMg^/ tango = o, 

et, en remplaçant (ù par la valeur ci-dessus, 

A/i» 



aMp/cosa — (M/'--B)8inÔ 



— aM/?^/ tangO = o. 



Pour 9 = et =90, on obtient deux résultats de signes 
contraires, et cette équation a bien, conformément à nos pré- 
visions, une racine comprise entre o et 90 degrés ; mais on 
voit que 0'^ différera d'autant moins de cette dernière limite 
que n sera plus grand. 

Si les oscillations indiquées par la théorie ne se manifestent 
pas dans le jeu de Tappareil de M. Sire, si le pendule arrive 
presque immédiatement à la position d'équilibre qui convient 
à la rotation normale de (S), cela tient à ce que le mouvement 
imprimé à la manivelle par l'expérimentateur n'est pas de 
suite sensiblement uniforme; il croît à partir de zéro jus- 
qu'à une certaine limite de part et d'autre de laquelle il oscille 
en raison même des inégalités d'action dues à la nature des . 
êtres organisés. Supposons, en effet, qu'en vertu d'une valeur. ; 
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constante de w, le pendule s'écarte de la verticale jusqu'en OG', 
où la vitesse est nulle; si à cet instant &) subissait un accrois- 
sement tel que OG' devînt une position d'équilibre, le pendule 
resterait en repos; mais si cet accroissement est un peu plus 
fort, le pendule s'écartera encore d'un petit angle de la verticale 
et de OG', viendra en OG'' et tendra à exécuter autour de OG' 
une série de petites oscillations; mais, si le pendule arrive 
en G", w reçoit un accroissement un peu supérieur à celui qui 
en ferait la position d'équilibre correspondante, l'oscillation 
descendante sera supprimée, et l'écartement augmentera en- 
core, et ainsi de suite jusqu'au moment où &) aura atteint sa 
valeur normale. Le pendule exécutera alors de part et d'autre 
de la position d'équilibre correspondante une série de petites 
oscillations qui seront bientôt anéanties par les frottements et 
la résistance de l'air. On comprend dès lors comment, &) crois- 
sant à partir de zéro de quantités très-petites, les oscillations 
sont anéanties successivement à l'exception des petites oscil- 
lations de part et d'autre de la position d'équilibre qui convient 
à la vitesse normale. Il est clair que, si o) dépasse la valeur 
pour laquelle 0^' est maximum, le pendule doit se rapprocher 
dé la verticale. 

Pour trouver la loi des petites oscillations du pendule de 
part et d'autre de la position d'équilibre stable correspondant 
à la valeur normale de o), posons 6 = 6^-i-i, d étant l'angle 
variable formé par le pendule avec cette position et dont nous 
négligerons le carré. En substituant cette valeur dans l'équa- 
tion (i), il vient 

dt'~ L B-hM/^ J 

On tire de là, en appelant d l'écart maximum, pour lequel 
la vitesse est nulle, et comptant le temps à partir de l'instant 
correspondant, 

en posant 



_ / (A6>/i — 6>'Mpcosa)sin9''-hMg/cos9''— &>'cos29"(M/'— B) 
^""V B-f-M/' 

d'où l'on déduit sans peine la durée d'une oscillation. 
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Si, en nous plaçant dans la même hypothèse sur le sens re- 
latif de &> et de n, nous supposons que 

A»/i — »'Mp/ cosa < o, 

le pendule s'éloignera de Taxe de rotation, et l'on reconnaîtra 
sans peine que la formule (i) sera remplacée par la suivante : 



w» 



= (w'Mp/cosa — A/iw) cosô — MgisinQ h — (M/'— B) sin*ô, 



2 



qui donnera lieu à une discussion analogue à la précédente. 

Si Ton change le sens de la vitesse angulaire &>, le pendule 
s'éloignera de Taxe de (S), suivant une loi exprimée par la for- 
mule précédente, dans laquelle on changera n en — n. 

139. De Véquation des forces vives appliquée à un système 
de corps solides, en ayant égard aux ébranlements des molé- 
cules {ihéorème de Coriolis). ~ Il nous suffira de considérer 
Tun de ces corps en le supposant libre, en comprenant dans les 
forces extérieures les réactions provenant des autres parties 
du système. 

Nous rapporterons les vibrations, supposées de très-petite 
amplitude, des molécules d'un corps (M) aux positions des 
points correspondants du système invariable (S) que formerait 
le corps (M) si, à l'instant considéré, les molécules de ce der- 
nier venaient subitement à s'arrêter dans leur mouvement vi- 
bratoire. 

Le mouvement de (S) résulte de la défmition même de ce 
système moyen; car les sommes des projections et des mo- 
ments de ses quantités de mouvement, par rapport à trois axes 
rectangulaires, sont, à chaque instant, respectivement égales 
aux sommes analogues pour le corps (M); or, le&>quantitésde 
mouvement se composant comme les vitesses, la quantité de 
mouvement de chaque molécule de ce dernier corps est la 
résultante de la quantité analogue de (S) qui lui correspond, 
et de la quantité de mouvement due à la vitesse vibratoire ; par 
suite les sommes des projections et des moments des quan- 
tités de mouvement vibratoire, prises relativement aux trois 
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axes ci-dessiis, sont nulles, ou encore ces quantilés con- 
sidérées comme des forces appliquées aux différents points 
de (S) se font équilibre autour de ce système invariable. 
Cela posé, soient 

V et Vr les vitesses absolue et vibratoire de la molécule m 

de(M); 
V« la vitesse contemporaine du point correspondant de (S); 
Tm le travail des forces extérieures appliquées à (M) et estimé 

dans le mouvement de (S) depuis Tinstant pris pour origine ; 

Tr le travail des mêmes forces estimé dans le mouvement vi- 
bratoire; 

T/le travail des forces moléculaires. 

Le travail des forces extérieures, dans le mouvement absolu, 
des particules de M est évidemment T;„-+- T,; on a, par con- 
séquent, 

en donnant au symbole A la signification ordinaire d'accrois- 
sement. 

Si Ton appelle T, le travail des forces d'entraînement dues 
au mouvement relatif des molécules de (M) par rapport au 
système invariable (S), estimé dans ce même mouvement, on 
a, d'après un théorème connu, 

-A2/7iV; = T,-+-T^-T„ 
d'où 

D'un autre côté, V étant la résultante de V, et V», on a, en 
appelant x la projection de V, sur Vm, 

et 

2/7/(V'- v;) = 2wv^-+- iimy^x. 

Or nous avons démontré plus haut que les quantités de 
mouvement mV, se font équilibre autour du système (S), ce 
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qui, d'après le principe du travail virtuel, s'exprime par 

m m < 

par conséquent la formule (A) devient 

et donne lieu à ce théorème remarquable : Le principe des 
forces vives subsiste pour un système de molécules dont les vi- 
brations sont d'une faible amplitude, en ne tenant compte 
que du mouvement moyen, pourvu que Von ajoute au travail 
des forces extérieures le travail estimé dans le mouvement 
vibratoire des forces qui, à chaque instant, seraient capables 
de produire sur chaque molécule, considérée comme libre, 
son mouvement moyen. 

Les six équations de translation et de rotation relatives au 
mouvement de ( M ) , et par suite celles qui déterminent le mou- 
vement de (S), ne renferment que les forces extérieures qui 
sollicitent ce corps; d'un autre côté, l'amplitude des vibrations 
de ce même corps étant très-faible, les coordonnées des diffé- 
rents points de (M) ou de (S) en un instant quelconque sont 
très-peu différentes de celles qui conviennent aux points au- 
tour desquels les vibrations s'exécutent, et dont l'ensemble 
constitue un corps identique à (M) supposé en repos; donc 
le mouvement moyen est sensiblement celui que prendrait le 
corps (M) sous V action des forces qui le sollicitent, si ses mo- 
lécules n* étaient pas susceptibles de vibrer; en d'autres termes, 
on peut prendre approximativement, pour le mouvement 
moyen, celui que l'on emploie dans les applications lorsque 
l'on néglige l'influence des vibrations moléculaires. Il est 
maintenant facile de voir que le terme Te, dû aux vibrations 
des molécules, est très-petit et par suite négligeable ; désignons 
en effet par ds un élément de la trajectoire décrite par chaque 
molécule dans son mouvement vibratoire, en projection sur 
la direction de la force d'entraînement F,; le terme de T, qui 



correspond à la masse m est / Feds. 

«/o 
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Pour effectuer celle inlégralion, il suffil d'ajouler les inié- 
grales analogues prises pour lous lesiniervalles finis qui con- 
slilueni t el pour chacun desquels dF, resle conslammeni de 
même signe. 

Soieni 

t' el /" les limiles de l'un de ces inlervalles; 
F'e, F^, 5% s" les valeurs correspondani à ces limiles de F el 
de s. 



On aura 






Jt" 



La différenlielle d¥ey conservant conslammeni le même signe 
sdFt, sera de la forme 5, (Fg — F^ ), 5, désignant une quantité 



de même ordre que s; l'expression ci-dessus deviendra ainsi 

quantité de même ordre que Tamplitude des déplacements el 
par conséquent négligeable; il en sera de même de la somme 
des quantités analogues pour une même molécule, relatives 
à la lolaliié des inlervalles compris entre o el ^ pour chacun 
desquels le signe de dF, reste le même, el dont le nombre est 
nécessairemeni fini, el par suite de T«, qui résulte de la réu- 
nion des sommes semblables pour toutes les molécules du 
corps. 

Donc, dans l'équation des forces vives établie pour le mou- 
vement moyen d'un corps solide et par suite d'un système de 
corps solides, on peut faire abstraction des vibrations des mo- 
lécules, 

FIN DU TOME PREMIER. 
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